OKENKO STATISTIKA

Analyza dat v neuroloqgii

XXXIII. Bayesovska statistika v klinickych a neurovédnich aplikacich

V predchozich dilech seridlu jsme uvedli
BayesUv teorém a zdaklady bayesovské
statistiky v obecnych klinickych aplika-
cich. Zaroven jsme ctenarlm slibili, ze
tuto pomérné sloZitou problematiku roz-
vineme vykladem, jaké ma vyuziti v kli-
nickém a neurovédnim vyzkumu, kde za-
ujima vyznamné postaveni. Jiz v dile XXXI
jsme se zminili o samostatné vétvi tzv. vy-
pocetnich neurovéd, kterd s bayesovskou
statistikou pracuje v zakladnim vyzkumu
i v aplikacich [1]. V tomto dile se pokou-
sime priblizit dalsi uzZite¢né aplikace baye-
sovského usuzovani.

Bayesovska klasifikace na
prikladu vice jeva
Princip Bayesovy véty jsme vysvétlili v pfed-
chozim dile seridlu. V podstaté odhadu-
jeme aposteriorni podminénou pravdépo-
dobnost jevu A pfi nastani jevu B podle
vztahu: P(AIB) = [P(BIA)P(A)I/P(B). Od sa-
motného pocatku tedy odhadujeme ni-
koli pouze pravdépodobnost jevu A jako
takovou, ale pravdépodobnost jeho na-
stani pfi platnosti urcité podminky (na-
stanf jevu B). Obecnd, nepodminénd prav-
dépodobnost jevu A, tedy P(A), je jednim
ze vstupt vypoctu; hovofime o tzv. aprior-
ni pravdépodobnosti P(A). Jev B v pozici
podminky mutze nahradit jakkoli specifi-
kovana evidence E, napf. platnost urcité
podminky v datech. Pomoci znalosti pod-
minéné pravdépodobnosti P(BIA), nebo
alternativné znaceno P(EIA), tak zpresiiu-
jeme odhad P(AIB), resp. P(AIE).

Princip bayesovské klasifikace vyplyva
z vySe uvedeného vztahu. Statistickou
klasifikaci obecné definujeme jako vypo-
Cetni postup zaméreny na konstrukci mo-
dell pro tfidéni a doplnéni dat ve vazbé
na jejich informacni obsah. Re¢eno jedno-
duseji: hledame pravidla v datech, ktera
ndm umozni néjak Ucelové tridit hodno-
cené subjekty. Bayesovska klasifikace vy-
chazi z Bayesovy véty a tato pravidla
definuje pomoci podminénych pravdépo-
dobnosti vyskytu jevd. Rozhodujeme mezi
rlznymi a vzajemné se vylucujicimi hypo-

tézami (H,, H,, ..., H) nebo jevy (A, A,
..., A), které odpovidaji definovanym tfi-
dam, a vybirame nejpravdépodobnéjsi va-
riantu (tfidu) s nejvy3si hodnotou P(HjIE)
nebo P(AIE). Dle vypoctu se tedy pfiklo-
nime k varianté (tfidé) s hodnotou

P(EIH)P(H)

P(HJ.IE) = max PO

V dile XXXII jsme predstavili jednodu-
chy priklad pravdépodobnostni klasifikace
mezi dvéma jevy (nastani komplikace po
|é¢bé: ano/ne). Priklad 1, ktery uvadime
zde, rozviji téma na sloZité&jsi situaci s vice
jevy, mezi nimiz mame rozhodnout. Pfi-
klad 1 také doklada typicky postup sta-
tistické klasifikace, ktera by se vzdy méla
sklddat z tzv. faze uceni (zahrnuje vlastni
vyvoj modelu pro klasifikaci dat do da-
nych tfid; uceni probihd na tzv. trénova-
cich datech nebo trénovacim souboru
dat), a nasledné z tzv. faze validace, kdy
jiz dochazi k aplikaci modelu na posuzo-
vani novych dat a jejich tfidéni do danych
kategorii.

Bayesovské usuzovani

a klinické aplikace

Pomérné slozity pfiklad 1 doklada, ze
Bayeslv vzorec je cennym nastrojem
pro klasifikaci subjektt, ktery maze vy-
uzit i matematicky laik. Pfi pochopeni vy-
znamu vstupnich pravdépodobnosti by
dosazeni do vztahu nemél byt problém.
Avsak v této jednoduchosti nesmi zanik-
nout hlavni pfidand hodnota Bayesova
teorému. Jedna se o pravdépodobnostni
provadéni statistickych odhadl, a to
i vsituacich, kdy vstupni informace nejsou
pfesné nebo nejsou vibec dostupné. Sa-
motna apriorni pravdépodobnost jevu A
v cilové populaci hraje roli jakési vahy,
kterou na vystupu zpresriujeme. Bayesov-
ska koncepce tak v sobé nese znac¢nou
adaptabilitu, nebot provadéné odhady
je mozné lokalizovat dle prevalence uva-
Zovaného onemocnéni (jevu) v rdznych
populacich.
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V této souvislosti také hovofime
o tzv. bayesovské dedukci ¢i usudku
(Bayesian inference), nebo obecnéji
0 bayesovském pfistupu. V pojeti ,kla-
sické” statistiky provadime Usudky na za-
kladé pozorovanych soubort dat, vétSinou
ziskanych v minulosti. Pracujeme s pre-
dem stanovenou hypotézou a také prav-
dépodobnosti, s jakou jsme ,ochotni” se
mylit, jinymi slovy jakd pravdépodobnost
chybného zavéru je jesté pfipustna. Baye-
sovsky pristup otevira cestu obecnéjSimu
usuzovani, do kterého vstupuje objektivni
i subjektivni vaZeni vyznamu jednotlivych
fakt. Na rozdil od jinych popisnych nebo
klasifika¢nich metod nedavéd bayesovsky
pfistup jen jedinou odpovéd, ale nabizi
pravdépodobnosti, s jakymi jednotlivé hy-
potézy odpovidaji provedenym pozoro-
vanim. Proto nachazi bayesovskd statis-
tika uplatnéni predevsim v oborech, kde
se definitivni zavéry na zakladé retrospek-
tivnich dat potykaji s velkou neurcitosti,
tedy v ekonomice, kriminalistice, mana-
gementu a samoziejmé také v mediciné.

V mediciné se bayesovsky pristup uplat-
fuje zvlasté v situacich, kdy musime hod-
notit pravdépodobnost urcité hypotézy
nebo nastani jevu, a na vstupu mame
z objektivnich ddvodd pouze neurcité in-
formace. Napfiklad pokud nemUzeme né-
sobné opakovat experiment za statisticky
stabilnich podminek anebo z etickych dd-
vodd, déle pfi odhadu prevalence chorob,
predikce vysledku diagnostickych testd pfi
rlzné prevalenci choroby, zobecnénf vy-
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Zadani: Mame k dispozici trénovaci soubor zaznamu 24 pacient(, ktery obsahuje uréeni vhodného typu kontaktnich ¢ocek (tfidy jevu A) pro pacienty s rdznymi
charakteristikami (jevy B, - B,). Pro vytvoieni modelu predikujiciho spravny typ ¢ocek u pacienta vyuzijeme naivniho bayesovského klasifikatoru; vysledny model
aplikujeme jak na trénovaci, tak testovaci soubor pacientd.
Apriorni pravdépodobnost vyskytu skupin je odvozena z trénovaciho souboru:
- B B2 Bs Be b, P(mekke) = 5._0208  P(tvrde)= 20167  P(zadne)=1> 0,625
Pacient Vék Bryle Astigma- Produkce kon(t)al?til' . 24 2 24
tizmus slz Zocky Aposteriorni pravdépodobnost vyskytu dané
— _ 7 skupiny (A) v zavislosti na charakteristikach P(B ..B ‘ A)P(A)
1 nizky kratkozrakost ne redukovana zadné pacientti (B,,..,B,) |ze ziskat pomoci naivniho P(A ‘ Bl,..,B4) _ 1229y
2 nizky kréatkozrakost ne normalni  mékké bayesovského klasifikatoru. P(B1 yes 34)
3 nizky kratkozrakost ~ano  redukovana Zzadné
4 nizky kratkozrakost  ano normélni  tvrdé Pro vyfeseni vyse uvedené rovnice je tfeba 5
5 nizky dalekozrakost ne redukovana zadné zjistit podminéné pravdépodobnosti: P(Bl | A) az P(B4 | A)
6 nizky dalekozrakost ne normalni  mékké
7 nizky dalekozrakost ~ano  redukovanad Zadné . | o
8 nizky dalekozrakost  ano normalni  tvrdé P(nizky | mékké) = 0,400 P(mlady | tvrdé) = 0,500 P(mlady | zadné) = 0,267
9  stredni kratkozrakost ne redukovana zadné P(stfedni | m&kké) = 0,400 P(stfedni | tvrdé) = 0,250 P(stfedni | zadné) = 0,333
10  stfedni kratkozrakost ne normalni  mékké P(vysoky | mékké) = 0,200 P(vysoky | tvrdé) = 0,250 P(vysoky | zadné) = 0,400
11 stfedni kratkozrakost ano  redukovanad Zadné P(dalekozrakost | mél&ke’) = 0.600 P(da!ekozrakost | tvrdé) =0,250 P(da!ekozrakost | uiédnvlé) =0,533
12 stfedni kratkozrakost ano normalni tvrdé P(kratkozrakost | mékké) = 0'400 P(kratkozrakost | tvrdé) = 0,750 P(kratkozrakost | Zddné) = 0,467
13 stfedni dalekozrakost ne redukovand Zzadné o ' P(ne | tvrdé) = 0,000 P(ne | z4dné) = 0,467
14 stredni dalekozrakost  ne  norméini mekke  P(neImekké)=1,000 P(ano | tvrdé) = 1,000 P(ano | zadné) = 0,533
15 stfedni dalekozrakost  ano  redukovand = Zddné  P(ano | mékke) = 0,000 P(normélni | tvrdé) = 1,000 P(normélni | 24dné) = 0,200
16  stfedni dalekozrakost  ano normélni  Zzadné P(normalni | mékké) = 1,000 . ) RN
17 vysoky kratkozrakost ~ ne  redukovand 2adné  p(redukovana | mekke) = 0,000 P(redukovana | tvrdé) = 0,000  P(redukovana | zadné) = 0,800
18  vysoky kratkozrakost ne normélni  Zzadné
19 vysoky kratkozrakost — ano  redukovana zadné 75 nousiti rovnice pro aposteriorni pravd&podobnosti, zjiéténych apriornich pravd&podobnosti
20  vysoky kratkozrakost  ano normalni  tvrdé 3 podminénych pravdépodobnosti P(B,lA) a2 P(B,lA) je pro kazdého pacienta spo¢tena
21 vysoky dalekozrakost ne redukovana zadné pravdépodobnost jeho zafazeni do tfidy s ur¢itym typem kontaktnich ¢ocek. Pacient je finalné
22 vysoky dalekozrakost ne normalni  mékké  zarazen do tfidy s nejvyssi pravdépodobnosti. Vysledky modelu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
23 vysoky dalekozrakost ano  redukovand Zadné
24 vysoky dalekozrakost  ano normalni  zadné
Pozorovand mekke tvrde Zadné Vysledky mo_del_u aplikovaného na trénovaci
soubor predikuji spravny typ kontaktnich
Predikce mékké 5 o T tocek z 95,8 %, tedy s jednou chybnou
twrdé 0 4 0 klasifikaci pacienta bez kontaktnich ¢o¢ek do
L skupiny s mékkymi kontaktnimi ¢ockami.
zadné 0 0 14
Trénovaci soubor poslouzil k vyvoji klasifika¢niho pravidla, sam o sobé oviem nemuze slouzit k jeho nezavislému ovéreni. Aplikace modelu na soubor dat pouzity
k jeho tvorbé v sobé skryva riziko nerealisticky vysokého podilu spravnych predikci. Pro korektni zhodnoceni predikéni sily modelu je pred jeho nasazenim v praxi
tfeba provést ovéreni na nezavislém, tzv. testovacim souboru, které je doloZzeno v druhé ¢asti prikladu 1.

Priklad 1a. Vyuziti naivniho bayesovského klasifikatoru pro vytvoreni modelu predikujiciho vhodny typ kontaktnich ¢o-

Cek pro pacienty s poruchami zraku.

sledk klinickych studii apod. V prehledu
literatury nize uvadime dalsi vybrané
prace aplikujici bayesovskou statistiku
v neurovéddch a nékteré vyznamné apli-
kace déle popiseme v nasledujicim textu.

Bayesovsky mozek

a bayesovské filtry

Vyklad bayesovské pravdépodobnosti
ma blizko k neurologii a k neurovédam
obecné. Rada vyzkumU vychazi z piedpo-
kladu, Ze nervovy systém se pfi zpracovani
senzorickych signdlt fidi pravdépodob-
nostnimi modely, které Ize reprezentovat
pomoci bayesovské statistiky [2].
Tzv. bayesovsky mozek predstavuje
neurovédni metodicky pfistup usilujici
o vysvétleni kognitivnich funkci mozku po-
moci statistickych principt. Zékladem je
predpoklad, Ze nervovy systém musi data
ze senzorickych vjemd usporadat do vlast-
niho interniho modelu, odrazejiciho reali-
tu vnéjsiho svéta. Mozek je studovan jako
nastroj generujici pravdépodobnostni roz-

hodnuti na zakladé podnétl z ¢astecné ne-
znamého vnéjsiho svéta; pravdépodobnost
dand bayesovskym modelem je takto vyu-
Zivana pro studium behavioralnich i men-
talnich procesu [3,4].

Bayesovsky mozek je modelem intui-
tivniho rozhodovani na zakladé znalosti
podminénych pravdépodobnosti urcitych
jevl. Napt. jev A je vyhodnocen jako ne-
bezpecny na zakladé toho, s jakou prav-
dépodobnosti (dano pfimou nebo pre-
danou zku3enosti) je spojen s urcitym
nebezpecim. Tento zpUsob kédovani
viemU je také nazyvan bayesovsky filtr.
Jako metoda je vyuzivan napft. pfi indexaci
poloZek v databazich nebo pfi boji se spa-
mem ¢i jinou nezadouci formou elek-
tronické komunikace. VyuZijme této po-
mérné aktuadlni a vieobecné srozumitelné
problematiky k vysvétleni funkci bayesov-
skych filtra.

K pochopeni funkce bayesovského fil-
tru staci nasledujici princip: slova v téle
nebo v zahlavi emailu uklada pocitac do

databaze a oznacuje je podle toho, zda
Slo nebo neslo o spamovou komunikaci.
Takto postupné vznikd tzv. zkusenostni
neboli kalibra¢ni databaze. Nasledné
na zakladé pravdépodobnosti, zda se
v historii dané slovo vézalo na spam, filtr
vyhodnoti konkrétni zpravu jako spam
nebo jako normalini sdéleni. Abychom
mohli odhadnout odpovidajici pravdé-
podobnosti, oznacme je P, a1 -P_ .
potfebujeme vytvofit zdrojovou databazi
spamd a normalnich emailt. Na zakladé
téchto vstupl (zkusenosti) pak vyhodno-
cujeme slova v nové prichozim emailu
a nasobenim jejich pravdépodobnosti
P_.. ziskdvdme hodnotu (vyslednou prav-
dépodobnost), kterd ndm pomuze roz-
hodnout, zda je email spise spam, nebo
ne [5].

Zdrojova databdze v3ak rychle zasta-
rdva nebo se muze stat nereprezenta-
tivni, a nasledné tak odchylovat filtr od
spravnych rozhodnuti. To, co tvofi sku-
tecnou pridanou hodnotu bayesovskych

384

Cesk Slov Neurol N 2012; 75/108(3): 383-388




ANALYZA DAT V NEUROLOGI!

Zadani: Pro verifikaci vysledk(i odvozeného bayesovského klasifika¢niho pravidla (pfiklad 1a) vyuZzijeme jiny soubor pacientt (n = 30) ze stejné cilové populace,
nez trénovaci soubor vyuzity k tvorbé modelu. | u tohoto testovaciho souboru oviem zname realitu, tedy nejvhodnéjsi typ cocek pro kazdého pacienta (tridy
jevu A). Pro klasifikaci pacientd zde vyuZijeme apriorni pravdépodobnosti a podminéné pravdépodobnosti P(B,lA) az P(B,lA) zjisténé na trénovacim souboru.
Pro kazdého pacienta z testovaciho souboru je takto spoctena pravdépodobnost jeho zafazeni do tfidy s urcitym typem kontaktnich cocek.
- B, B, B; B, A Vysledky modelu
. Vhodné . .
Pacient  Vek Bryle  Astigma- Produkce koér:)t;:(;ni P(mékke) P(tvrdé) P(zadne) NYSiednd
1 nizky  kratkozrakost  ano normalni tvrdé 0,000 0,882 0,117 tvrdé
2 nizky  dalekozrakost ano normalni tvrdé 0,002 0,686 0,312 tvrdé Pozorované mékké tvrdé zadné
3 sttedni dalekozrakost  ano normalni tvrdé 0,002 0,467 74dné Predikce mekke 6 0
4 vysoky kratkozrakost  ano normalni tvrdé 0,000 0,715 0,285 tvrdé trdé 0 4 —
5 stfedni  kratkozrakost ano normalni tvrdé 0,001 0,750 0,249 tvrdé
6  nizky kratkozrakost ne  normalni mékké | 0,820 0002 0,179  mekke zadné 0 16
7 nizky  dalekozrakost ne normalni  mékké 0,857 0,000 0,142 mékké
8 sttedni  kratkozrakost ne normalni  mékké 0,785 0,001 0,214 mékké
9 stfedni dalekozrakost  ne normalni  mékké 0,828 0,000 0,172 mékké ~ Model pfi aplikaci na trénovaci soubor uréuje
10 vysoky dalekozrakost  ne normalni  mékké 0,667 0,000 0,332 mékké  spravny typ kontaktnich cocek z 86,7 %, tedy
1 vysoky kratkozrakost  ne normalni  mékké 0,604 0,001 0,395 mekké  s€ CtyFmi chybnymi klasifikacemi.
12 nizky  kratkozrakost ne redukovana zadné 0,001 0,000 0,999 zadné
13 nizky  kratkozrakost ~ano redukovana Zadné 0,000 0,002 0,998 zadné
14 nizky  dalekozrakost ne  redukovanad zadné 0,002 0,000 0,998 zadné
15 nizky  dalekozrakost ano redukovana Zzadné 0,000 0,001 0,999 2adné
16 stredni  kratkozrakost ne redukovand zadné 0,001 0,000 0,999 2adné
17 stfedni  kratkozrakost ano redukovanad zadné 0,000 0,001 0,999 2adné
18 stfedni dalekozrakost ne redukovana zadné 0,001 0,000 0,999 z2adné
19 stfedni dalekozrakost ano redukovana Zzadné 0,000 0,000 1,000 2adné
20 sttedni dalekozrakost  ano normalni  zadné 0,002 0,467 0,531 zadné
21 vysoky  kréatkozrakost ne  redukovand Zzadné 0,000 0,000 1,000 2adné  zayar
22 vysoky kratkozrakost  ne normalni  zadné 0,001 0,395 mékké  Model vytvoFeny na trénovacim souboru
23 vysoky kratkozrakost ano redukovand Zzadné 0,000 0,001 0,999 zadné (n = 24) byl nezavisle ovéien na testovacim
24 vysoky dalekozrakost ne  redukovana zadné 0,001 0,000 0,999 zadné souboru pacientd (n = 30) a byla prokazana
25 vysoky dalekozrakost ano redukovanad zadné 0,000 0,000 1,000 24dné  jeho dobra predikéni (klasifikacni) schopnost.
26 vysoky dalekozrakost ano  normalni  zadné 0,001 0,422 0,577 sadné  Model Ize doporutit pro aplikaci do praxe.
27 vysoky kratkozrakost ~ano redukovand Zzadné 0,000 0,001 0,999 zadné
28 vysoky dalekozrakost  ano normélni  zadné 0,001 0,422 0,577 zadné
29 stredni kratkozrakost  ne normalni  2adné 0,001 0,214 mékké
30 nizky  dalekozrakost  ano normalni zadné | 0,002 0,686 0,312 tvrdé

Priklad 1b. Validace naivniho bayesovského klasifikatoru predikujiciho vhodny typ kontaktnich cocek pro pacienty

s poruchami zraku.

filtrd, je schopnost pribézné pracovat se
zpétnou vazbou. Nékdy hovofime o tzv.
bayesovském uceni jako o procesu po-
stupné validace a modifikace modelu na
zakladé nové dostupnych hodnot. Opét
zde vidime rozdil mezi klasickou, frekven-
tistickou statistikou a bayesovskym uUsud-
kem, v jehoZ pojeti je pravdépodobnost
urcitého sledovaného jevu upravovéna
podle novych podnétl, informaci, dikazd
(apriorni vstupy).

Dalsi priklady praktického
vyuziti bayesovské statistiky
MozZnost subjektivniho nastaveni aprior-
nich pravdépodobnosti je bayesovskému
pfistupu casto vytykdna, nebot u védec-
kych praci se snazime minimalizovat sub-
jektivni vliv posuzovatele na vstupni infor-
mace. Apriorni pravdépodobnosti by tedy
mély byt co nejlépe podlozZeny, idedlné
néjakymi externimi a nezavislymi zdroji.
Pochazeji-li vstupni informace z rdznych
zdroju, je velmi uzite¢né pouZit vaZzenou
kombinaci jejich vlivu, napf. podle véro-
hodnosti, podobnosti anebo vyznamu.

Hodnoceni relevance vstupnich infor-
maci je velmi uZite¢nym pfikladem vyuZiti
bayesovské statistiky, ktery jisté ocenf
vsichni, kdo fesi problém spojovani Udajl
z rlznych zdrojd. Casto totiz v mediciné
k studovanému problému ziskame infor-
mace z randomizovanych prospektivnich
klinickych studif (tzv. evidence level A),
ale také z retrospektivnich observac¢nich
studii a pfipadné i z ad hoc pozorovani.
Pokud jsme schopni vyznam informacnich
zdroja urcitym zpUsobem vazit, pak nam
bayesovska klasifikace nabizi jednodu-
chou moznost vysledky kombinovat.
Predpokladejme, Ze chceme odhadnout
pravdépodobnost, Ze urcita informace /
je davéryhodnd, pficemz data Cerpame
ze tfi rdznych zdrojd s rlznou vérohod-
nosti. Nastavme vérohodnostni vahy pro
jednotlivé zdroje informaci jako podmi-
nénou pravdépodobnost, Ze informace je
spolehliva, kdyZ o ni informuje dany zdroj:
PlZ) = 0,5; P(1Z,) = 0,3 a P(I1Z,) = 0,2.
K dispozici mame prehled ¢lankd s infor-
maci/ze viech tfi zdrojd, a to v nasledujicim
zastoupeni: P(Z) = 0,2; P(Z) = 0,3 a nej-

Castéji zastoupeny zdroj ¢. 3, P(Z) = 0,5.
Priklad reflektuje redlnou situaci, kdy
zdroji 1 véfime nejvice (jde napf. o pro-
spektivni, radné planované studie), nic-
méné praci tohoto typu mame nejméné
ze vsech. Pravdépodobnost, ze z daného
prehledu ¢lank ziskavéame relevantni
a davéryhodnou informaci /, spocitdme
nasledovné:

P()=P(\Z )PZ )+ P(N1Z,)P(Z,) + PI\Z)P(Z,) =
=0,5%x0,2+0,3x0,3+0,2%0,5=0,29.

Pokud bychom tento vypocet srovnali
se situaci, kde budeme mit k dispozici
vice zdroji v nejvérohodnéjsi tfidé, tedy
napf. P(Z)=0,6, PZ)=03aP(Z)=0,1,
pak ziskame P(l) = 0,41. V podstaté takto
pocitdme pravdépodobnostni skore dve-
ryhodnosti heterogennich informacnich
zdrojU, coz mazeme vyuZit pfi srovnavani
rlznych resersi nebo metaanalyz.

Kromé hodnoceni vérohodnosti vstup-
nich informaci Ize bayesovsky pfistup ob-
dobné vyuzit i pfi skérovani dlveéry-
hodnosti nebo relevance vystupd studi
(tzv. Bayesian Credibility Analysis, napt. [6]).
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Zadani: Mame k dispozici trénovaci soubor n = 8 jedincd, u nichz zname pohlavi (tfidy jevu A) a déle tfi kvantitativni charakteristiky: vysku, hmotnost a délku
chodidla. Trénovaci soubor slouzi k vyvoji klasifika¢niho pravidla, které bude na zakladé proménnych B, - B, rozliSovat pohlavi jedince. Pfiklad ukazuje

vyuzitelnost bayesovské klasifikace za situace, kdy prediktory jsou spojité proménné.

- B B. B. A
Apriorni pravdépodobnost vyskytu kategorii pohlavi (muz/zena) je odhadnuta pfimo ! 2 3
z datového souboru: Pacient Vyska Hmotnost Chodidlo Pohlavi
1 182,9 81,6 30,5 muz
4 4 S
P(muz) -~ = 0’5 P(Zena) - = 0,5 2 180,4 86,2 27,9 muz
8 8 3 170,1 77,1 30,5 muz
A i g dob K d 4 180,4 74,8 25,4 muz
posteriorni pravdépodobnost vyskytu dané .
tFidy (A) v zavislosti na prediktorech (B,,..,B,) P(B,,..,B, | A)P(A) 5 1524 454 15.2 zena
I1ze ziskat pomoci naivniho bayesovského P(A | B] IRE) Bg) = P(B B ) 6 167,6 68,0 20,3 Zena
klasifikatoru. 19+05 D3 7 165,2 59,0 17,8 Jena
8 175,3 68,0 22,9 Zena

Vypocet podminéné pravdépodobnosti P(B,IA) az P(B;lA) vychazi ze znalosti distribuce spojitych proménnych v jednotlivych kategoriich pohlavi. Za
pfedpokladu normalniho rozdéleni proménnych B, — B, je mozné spojita data popsat pomoci priiméru a smérodatné odchylky prediktort v téchto kategoriich.

PrUMEr =\ oo~ (cm) HMOtnost  Chodidlo Necht prediktor B, ma pramér y a rozptyl o2. (-1 )
+sm. odch. Vyskalm (kg) (cm) Pravdépodobnost zarazeni jedince s hodnotou 1 -y
muz 178557 799+50 28624 prediktoru B, = v do skupiny A, (muZ) je urcena P(Bx =y | Al) =— ¢ A
Zena 1651+9,5 601107 191+33 pomoci rovnice pro hustotu pravdépodobnosti 23-50&
1

normaélniho rozdéleni.

Za pouZiti vySe popsanych vstupu |ze vypocitat hodnotu pravdépodobnosti P(AIB,, ...B;), a tedy ke kaZzdému jedinci v trénovacim souboru zjistit pravdépodobnost,

Vysledky modelu

Pacient P(Zena) P (muz) Predikce
1 0,000 1,000 muz
2 0,000 1,000 muz
3 0,001 0,999 muz
4 0,014 0,986 muz
5 1,000 0,000 zena
6 1,000 0,000 zena
7 1,000 0,000 zena
8 0,933 0,067 Zena

zda jde o muze ¢i Zenu. Vysledky této trénovaci faze klasifikace shrnuje nasledujici tabulka:

Model aplikovany na trénovaci soubor klasifikuje (predikuje) spravné pohlavi jedinct
ve 100 % pfipadl. Pokud bychom model chtéli dale verifikovat pro pouziti v praxi,
bylo by nutné jej provérit na nezavislém, testovacim souboru dat.

Priklad 2. Vyuziti naivniho bayesovského klasifikatoru pro klasifikaci pohlavi jedinc na zakladé spojitych charakteristik.

Zde posuzujeme davéryhodnost vysledk
studie (aposteriorni pravdépodobnost) na
zakladé jejich vysledk ve formé intervall
spolehlivosti pro odhadovanou statistiku
a déle s pomoci apriorni znalosti téchto in-
tervald. Témito aplikacemi se budeme za-
byvat v nékterém z dalsich dilG seridlu.
Velmi uzite¢né je vyuziti podminéné
pravdépodobnosti pfi studiu vzajemné
zavislosti vyskytu nahodnych jeva, sle-
dovanych napf.v2 x 2 nebo obecnéjivrxc
kontingen¢nich tabulkdch. Tyto metody
umoznuji promitnout do vypoctu apriorni
informace o nezavislosti jevl. Jelikoz zde
wyklad jiz presahuje rdmec naseho seriélu,
omezime se pouze na dva jednodussi pfi-
klady pravdépodobnostniho hodnoceni
vyskytu dvou jev(:
® Hodnotime bezpecnost urc¢itého baleni
léku v plastovych lahvickach. Z rozsah-
lejSiho auditu vyplynulo, Ze vyskyt ba-
leni, které obsahuje problematickou
koncentraci skodlivin, je 9 %, a tedy

tuto situaci oCekdvame u 9 lahvicek
ze 100. Toxikologické posudky Fikaji,
Ze problematickd expozice by u pa-
cienta nastala v pfipadé, pokud by po
sobé zkonzumoval dvé vadnd baleni.
Predpokladejme, Ze lahvicky pfi vy-
deji ndhodné vybirame z vétsich baleni
po 100 kusech. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze pacientovi naradz vydame dvé
baleni Iéku se zvy3enou hladinou Skod-
livin? K FeSeni vyuZijeme podminénou
pravdépodobnost. Aby mohla nastat si-
tuace, kdy obé vydané lahvi¢ky budou
vadné, musi toto nejprve nastat u prvni
z nich (jev A). P(A) vypocitdme jako
9/100 = 0,09. U druhé vybirané lahvicky
jiz vybirame z 99 zbylych a teoreticky
8z nich mdze byt vadnych. Tedy pravdé-
podobnost vybéru druhé vadné lahvicky
(jev B), kdyZ prvni vybrana byla vadna,
je P(BIA) = 8/99 = 0,081. Vysledny vy-
pocet pravdépodobnosti vybéru dvou
vadnych lahvi¢ek po sobé je nasledu-

jici: P(ANB) = P(BIA) x P(A) = 0,0073.
Pravdépodobnost, Ze pacienta neu-
mérné zatizime kodlivinami, je tedy pfi
daném zpUsobu vydavani léku relativné
nizka.

Pfi podani urcitého léku hrozi dva
typy nebezpecné toxicity. Pri sledovani
n = 100 pacientd jsme pozorovali vy-
skyt jen toxicity typu | u 5 pacientd, jen
toxicity typu Il u 10 pacientd a oba typy
soucasné nastaly u 20 pacientl. Zajima
nas, zda z téchto dat Ize odvodit vzajem-
nou nezavislost anebo zavislost obou
typQ toxicity. Typ | nastava u 25 pa-
cientd, z ¢ehoz vyplyva P(l) = 0,25. Ob-
dobné P(ll) = 0,3 a pravdépodobnost
nastani obou toxickych reakci souc¢asné
PN l)=0,2. Podminku pro nezavislost
dvou jevl jsme v dile XXXI seridlu defi-
novali jako P (1N 1) = P(l) x P(ll). V nasem
pfipadé ovsem zjevné plati P(l) x P(l) =
0,25%x0,3=0,075=#P(NI)=0,2. Ji-
nymi slovy, oba jevy jsou vzdjemné za-
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Zadani: Mame k dispozici soubor pacientt trpicich mirnou kognitivni poruchou anebo Alzheimerovou chorobou. Soubor je doplnény i o kontrolni osoby bez
potizi, celkem tak pracujeme se vzorkem n = 833. Cilem analyzy je na zdkladé dostupnych charakteristik pacientt (B, — B,) a objemu rGznych oblasti mozku
zjisténych pomoci MR (B, - B,) vytvofit model spravné klasifikujici pacienty do nékteré ze t¥i skupin (skupiny A).

B B, B, B, B, B, B, B, A
Pacient Pohlavi Veék (roky) Hippokampus (mm3) Amygdala (mm3) Thalamus (mm3) Pallidum (mm3) Putamen (mm3) Skupina
1 M 84 6996 2725 12800 3914 11227 kontrola
2 M 70 6605 2881 12582 3828 11210 kognitivni
3 M 76 6348 2679 12501 3657 11238 Alzheimer
833 M 65 6415 2659 12922 3695 10895 Alzheimer
Apriorni dépodobnost vyskytu jednotlivych 230 e, 406 . 197
Sk‘f,';,?,:’}g‘gji,’ozeg’,? a (Z)e Zgib‘;{i,:y 4 Jecnotivye P(kontrola) = e 0,276 P(kognitivni porucha ) = 53 0,487  P(Alzheimer) = el 0,236

Pro vypocet aposteriorni pravdépodobnosti pfifazeni pacienta k nékteré ze skupin je tfeba zjistit apriorni podminéné pravdépodobnosti vyskytu prediktor

v jednotlivych tfidach pacientl a kontrol. V pfipadé kategorialniho prediktoru typu pohlavi (B,) jde pfimo o podminéné pravdépodobnosti P(muZlA), P(ZenalA).
V pfipadé spojitych proménnych je za pfedpokladu normalniho rozdéleni spocitan primér a rozptyl v rdmci skupin pacient(i a kontrol a dale dosazen do rovnice
pro hustotu normaélniho rozdéleni.

P(muzlkontrola) = 0,522

< Pramér = Vék Hippokampus  Amygdala Thalamus Pallidum Putamen
P(2enalkontrola) = 0,478 + sm. odch (roky) (mm3) (mms3) (mms3) (mms3) (mms3)
P(muZlkognitivni) = 0,640 kontrola 75,5+5,0 7054 + 186 2994 +£157 12661+284 3745214 11275+ 132

3 HinT) = kognitivni 74,3 +7,4 6553+ 176 2717 £213 12693 +251 3730+196 11147 £210
P(zenalkognitivni) = 0,360 Alzheimer 752 +7.7 6255+ 181  2693+205 12664270 3699211 11060+ 174

P(muzlAlzheimer) = 0,518
P(ZenalAlzheimer) = 0,482

Za pouziti takto zjisténych apriornich pravdépodobnosti a podminénych pravdépodobnosti P(B,lA) az P(B,lA) je pro kazdého pacienta spoctena aposteriorni
pravdépodobnost jeho prifazeni k jednotlivym tfidam. Pacient je pfifazen ke skupiné s nejvyssi aposteriorni pravdépodobnosti, vysledky modelu jsou uvedeny
v nasledujici tabulce:

Model poskytuje spravnou predikci u 84 % pacienttl. Nejcastéjsi chybou predikce
je zdména mirné kognitivni poruchy a Alzheimerovy choroby (12,8 %), chybna
klasifikace mezi kontrolami a mirnou kognitivni poruchou nastava v 3,1 %.
Nedoslo k zadné chybné klasifikaci mezi kontrolami a pacienty s Alzheimerovou
chorobou.

kontrola Alzheimer
Predikce kontrola 216 (25,9%) 0 (0,0%)

kognitivni [EEENCWA7S] 349 (41,9%) 62 (7,4%)

Alzheimer 0(0,0%) 45 (5,4%) 135 (16,2%)

Skute¢nost kognitivni

Priklad 3. Vyuziti naivniho bayesovského klasifikatoru pro identifikaci neurologického postizeni na zdkladé spojitych

a kategorialnich prediktord.

vislé. Ma zde tedy smysl odhadnout
podminéné pravdépodobnosti vzajem-
ného vyskytu obou jeva: P(ll) = P (I NI/
/P(ll) = 0,2/0,3 = 0,667 a obdobné
P(I) = 0,8. Je patrné, Ze v obou pfi-
padech jsou podminéné pravdépodob-
nosti vyznamné vyssi nez nepodminéné
pravdépodobnosti vyskytu obou jevl
P(1) a P(ll).

Vyuziti bayesovské statistiky
pro spojité proménné

Jak jsme jiz konstatovali v dile XXII seri-
alu, bayesovské odhady a predikce Ize
v plném rozsahu pouZit i pro spojité pro-
ménné. Jedinym rozdilem je zde zpUsob,
jak kalkulujeme pravdépodobnost vyskytu
hodnot spojité proménné. Misto pravde-
podobnosti vyskytu nahodnych jeva A a B
do Bayesova teorému dosazujeme hus-
toty pravdépodobnosti vyskytu urcitych
hodnot spojitych proménnych. U spo-
jité proménné X tak muze jit napfiklad
o pravdépodobnost vyskytu:

e prdmeérnych hodnot + 2 nebo 3 sméro-

datné odchylky: y + 20; u = 30

* intervalu spolehlivosti pro odhad prd-
méru: y = 1,960,

® arbitrarné urceného intervalu hodnot da-
nych napf. rizikovymi hranicemi: X > x_

Jako priklad uvedme odhad aposterior-
ni pravdépodobnosti vyskytu rizikovych
hodnot koncentrace krevniho markeru X
za platnosti podminky B, coZ maze byt
napf. relaps sledovaného onemocnéni.
Odhadujeme tak aposteriorni pravdépo-
dobnost, Ze hodnoty markeru prekroci
hranicni hodnotu oznacenou x:

P(X > x |B) = [P(BIX > x) x P(X > x )]/ P(B)

Pravdépodobnost prekroceni koncen-
trace x, u daného markeru P(X > x_) odha-
dujeme z distribu¢ni funkce neboli z roz-
déleni pravdépodobnosti tohoto znaku.
Z apriornich informaci predikujeme apos-
teriorni pravdépodobnost prekroceni hra-
nice x, pfi nastani relapsu onemocnéni,
tedy P(X > x B). Pfiklady 2 a 3 ukazuji
dva praktické vypocetni postupy pracujici
s kvantitativnimi znaky. Priklad 3 doklada,
Ze bayesovské klasifikatory jsou uzite¢né

i pro slozité soubory z klinické praxe obsa-
hujici kombinaci rdznych typd prediktord
s cilem zafazovat pacienty do vice nez
dvou skupin. Vysledna tabulka nam pri-
tom umoznuje velmi prehledné zhodno-
tit presnost provedenych predikci a urdit,
kde nastala pfipadna chyba.

Trochu historie zdvérem

PFi vykladu Bayesova teorému nemdzeme
pominout aspon kratky néhled do histo-
rie této vyznamné kapitoly matematické
statistiky. Teorém nese jméno po Tho-
masu Bayesovi (1701-1761), anglickém
matematikovi a teologovi. Ackoli Tho-
mas Bayes za svého Zivota publikoval teo-
logické i matematické prace, jeho objevy
v oblasti teorie pravdépodobnosti zU-
staly ve formé poznamek a byly publiko-
vany az po jeho smrti, a to jeho pfitelem
Richardem Pricem (1793: An Essay To-
wards Solving a Problem in the Doctrine
of Chances) [7]. Nasledné rozpracovani
matematického systému pravdépodob-
nostni indukce je zasluhou velmi vyznam-
ného Bayesova nasledovnika, Pierre Si-
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mona Laplace (1749-1827), ktery v roce
1814 ve slavném spise Théorie analytique
des probabilités definoval principy teorie
pravdépodobnosti. Polozil tak zaklad po-
jeti pravdépodobnosti jako néstroje pro
popis vsech problém s nedplnou vstupni
informaci. Genialita Laplaceova pfinosu
spociva v zobecnéni teorie pravdépodob-
nosti, v€etné pfipadd, pro které opako-
vany vyskyt v experimentu nebo pozoro-
vany hromadny vyskyt nemaji smysl.

Je nepochybné, Ze Thomas Bayes prispél
k velmi uzite¢nému chapdni pravdépodob-
nosti; tu nevnimal jen jako zobecnénou
relativni Cetnost, ale jako ndstroj popisu
Castecné znalosti systému. Doslova znovu-
zrozeni zaziva bayesovska pravdépodob-
nost od 60. let minulého stoleti, odkdy je
diky rozvoji pocitacové techniky vyuZzivana
v fadé védnich oborU. Je az fascinujici, ja-
kych rozmérd dosahuje zobecnéna inter-
pretace zdkladd starych témér 250 let.
Tento metodicky koncept nasel vyznamné
uplatnéni v psychologii, ve vyzkumu be-

havioralnich a motorickych funkci, elek-
trofyziologii a také v teoretickém vyzkumu
zplsobu kdédovani informaci v central-
nim nervovém systému [8,9]. Tento vy-
zkum pak zpétné inicioval moderni me-
tody biostatistiky a bioinformatiky, jako
je strojové uceni a vypocty na bazi umélé
inteligence [10-12].
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