OKENKO STATISTIKA

Analyza dat v neuroloqgii

XXXIV. Bayesovskeé sité

V tomto dile seridlu uzavieme vyklad prin-
cipl bayesovské statistiky ukazkou apli-
kace, kterd ma vyznam v teoretickém
i aplikovaném klinickém vyzkumu. Z pro-
storovych dlvodl se jizZ nebudeme vra-
cet k zékladnim principdm bayesovského
hodnoceni a ¢tendre odkazujeme na
predchozi dily seridlu ¢islo XXXI-XXXIII,
kde jsme této problematice vénovali do-
state¢ny prostor. Uvodem v3ak k bayesov-
skym sitim musime pfipomenout hlavni
vyhody bayesovského usuzovani, které
byva v literatufe oznacovano za zvlastni
a uceleny koncept mysleni. Bayesovsky
pfistup tedy:

® poskytuje nejen moznost odhadovat
hodnoty parametrd studovanych roz-
déleni pravdépodobnosti, ale také pra-
covat s jejich neurcitosti pomoci jejich
vlastniho pravdépodobnostniho cho-
vani, tedy velmi dobfe interpretovatel-
nym zplsobem,

umoziuje kombinovat exaktni (ex-
perimentdlni) vstupy s teoretickymi
pfedpoklady a odhady ve formé
apriornich informaci (pravdépodob-
nosti); oba typy vstupnich informaci
pfitom nejsou v rozporu, naopak se
dobfe doplfiuji.

V tomto dile kratce pfiblizime aplikaci
ndstroje pro modelovani a zobrazovani
pravdépodobnostnich vztaht ndhodnych
velic¢in a jevd. Jde o ndstroj uzite¢ny napf.
pfi studiu vzdjemnych souvislosti mezi rizi-
kovymi faktory néjaké nemoci ¢i mezi pre-
diktory jejiho vyvoje. Tato problematika
je velmi castd v medicinském vyzkumu
i praxi, jen malokdy mizeme pracovat
s vice prediktory, které by byly vzajemné
zcela nezavislé. Presto jsme pro jednodu-
chost v dosud vysvétlovanych aplikacich
bayesovské statistiky predpokladali vza-
jemnou nezavislost pouzitych prediktord
a fesili jsme pouze jejich vztah s jevem,
jehoZ pravdépodobnost jsme odhadovali.
Napfiklad vztah charakteristik pacienta
a nemoci k pravdépodobnosti vyskytu to-
xicity pfi urcité |écbé. Tento pfistup ale

neodpovida realité, kdy pravdépodob-
nostni vztahy mezi prediktory zcela bézné
existuji. Napfriklad v modelu pro predikci
rizika cévni mozkové piihody bude vék
pacientll ve vztahu s rdznymi komorbidi-
tami, jako je diabetes mellitus nebo hy-
pertenze. S jednotlivymi prediktory tak
neni mozné automaticky pracovat jako
se vzajemné nezavislymi faktory. Z po-
hledu frekventistické statistiky jde o pro-
blém redundance prediktord, ktery je jed-
nim z nejvaznéjsich problému pfi tvorbé
vicerozmérnych stochastickych modeld.
A také jednou z castych pficin odmitnuti
takovych modeld v prestiznich védeckych
Casopisech.

Jednim z nastrojd, které umoznuji zo-
hlednit vzajemné vztahy prediktord, jsou
tzv. bayesovské sité. Tato metoda slouzi
k popisu pravdépodobnostni sité vzajem-
nych vazeb jak prediktord, tak i cflovych
parametr hodnoceni. S pomoci baye-
sovskych siti je mozné odhadnout prav-
dépodobnost nastani hodnoceného jevu
tak, Zze bereme do Uvahy vazby nejenom
mezi prediktory a cilovym parametrem,
ale i mezi prediktory navzajem. Jde tedy
o modely uZite¢né i pro klinicky vyzkum,
kde se jen malokdy potkavame s cisté de-
terministickym rozhodovanim bez neur-
Citosti. Pfidanou hodnotou bayesovskych
siti je také fakt, Ze jejich vystupy mohou
byt podporeny prehlednou grafickou
vizualizaci.

Zakladnim pojmem, se kterym bayesov-
ské sité pracuji, je tzv. podminénad neza-
vislost nahodnych jevi ¢i ndhodnych veli-
¢in. Nahodné jevy A a B jsou podminéné
nezavislé za podminky C, pokud plati
P(ANBIC) = P(AIC)P(BIC). Musi tedy platit,
Ze pravdépodobnost soucasného nastani
jevll A a B za podminky nastani jevu C
je rovna soucinu podminénych pravdé-
podobnosti vyskytu téchto jevl za pod-
minky C. Podminéna nezavislost se nékdy
také znaci A 1 BIC. Zakladnim cilem baye-
sovskych siti je prezentovat znalosti o sle-
dovaném ndhodném jevu (cilovy parametr
hodnoceni, endpoint) na pokladé nezavis-
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lych prediktor( a ty potom vyuZit v dalsim
rozhodovani ¢i usuzovani.

Priklad 1 (pfevzato z prace Ben-Gal,
2007) popisuje jednoduchou baye-
sovskou sit. Matematicky feceno jde
o tzv. acyklicky orientovany graf, kde jed-
notlivé hodnocené jevy (veliciny) jsou re-
prezentovény uzly grafu a ty jsou spojeny
takzvanymi hranami (Sipky v grafu), které
popisuji jejich vzajemnou zavislost (popi-
suji zavislost sledovanych veli¢in). Kromé
tohoto typu sité, kde hrany maji defino-
vany smér, existuji jesté sité s hranami bez
definovaného sméru, tzv. markovské sité,
jejichz vyklad ale nyni presahuje ramec to-
hoto ¢lanku. Oba typy siti patfi do sku-
piny metod nazyvanych souhrnné pravdé-
podobnostni grafické modely.

Ke kazdému uzlu u v grafu (pfiklad 1) je
pfifazena pravdépodobnost jeho nastani
v zavislosti na jeho tzv. rodicovskych uz-
lech, P(ulrodice(u)), pfi¢emz rodicovskymi
uzly jsou viechny predchozi uzly, z nichz
vychazi hrany (Sipky v grafu) k danému
uzlu (ten je nazyvan také jako potomek).
Topologie bayesovské sité tak popisuje,
jak ,rodi¢e” z hlediska pravdépodobnosti
ovliviuji své , potomky”. Genealogicka
terminologie je pouZivdna také pro ozna-
Ceni uzlt jako ,predci”, coZ je sada uzlQ,
ze kterych je hodnoceny potomek dosazi-
telny pfimou cestou v grafu nebo ,nésle-
dovnici”, ktefi mohou byt v grafu pfimo
dosazeni, pokud vyjdeme z hodnoceného
uzlu. Zaroven plati, Zze Zadny uzel nemdze
byt sam sobé rodi¢em ani potomkem.
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Zadani: Po zranéni zad (jev C) miZe u hodnocené osoby dojit k rozvinuti bolesti zad (jev E). Ke vzniku zranéni muaze dojit pfi nevhodném sportovnim cviceni (jev B)
nebo jako dusledek nevhodného sezeni v zaméstnani (veli¢ina kieslo — jev A). Pokud je zranéni zptsobeno nevhodnym sezenim, je pravdépodobné, Zze podobnymi
problémy budou trpét i spolupracovnici (jev D) hodnoceného pacienta. Vsechny veli¢iny (A, B, C, D, E) jsou v tomto pfikladu binarni a mohou nabyvat hodnot ano
(a)/ne (n). Pro popis pravdépodobnosti systému konstruujeme bayesovskou sit o péti uzlech.

P(A=a)
0,80

P(A=n)
0,20

P(B=a)
0,02

P(B=n)
0,98

Cviceni
(jev B)

Podminéné pravdépodobnosti jsou
bud' poditany z primarnich dat nebo
jsou vysledkem externi znalosti.

Pro rodi¢ovsky uzel jde

o pravdépodobnost nastani jeho
stavu ano (a)/ne (n) v hodnoceném
souboru / populaci.

A P(D=alA) |P(D=nlA) - — A | B |P(C=alAB)|P(C=nlAB)| Propotomky jde
0,90 0,10 spolupracovnik Zra(?enlozad o pravdépodobnost nastani jejich
’ : (evD) v 2 a 0.90 0.10 stavu ano (a)/ne (n) podminénou
n 0,01 0,99 a n 0,20 0.80 aktualnim stavem jejich
. ! rodi¢ovského uzlu(@).
n a 0,90 0,10
C P(E=alC) | P(E=nlC) - n n 0,01 0,99
Bolesti zad
a 0,70 0,30 Gjev E)
n 0,10 0,90

P(uty,eent,) = T Py, | rodice(u;))

vzniku zranéni zad pfi sportu pouze 1,8 %.

Hoboken: Wiley & Sons 2007.

Z bayesovské sité jsou patrné vztahy mezi uzly v pozici ,rodici” a ,potomkud”, popsané pomoci tabulek podminénych pravdépodobnosti v jednotlivych uzlech.
S pomoci téchto dat a vzorce pro vypocet sdruzenych pravdépodobnosti:

jsme schopni spocitat sdruzené pravdépodobnosti at jiz pro celou sit nebo pro libovolnou sadu jejich uzld.

Spocitejme sdruzenou pravdépodobnost sité pro situaci, kdy je instalovano nové nepohodiné kieslo (A = a) a zaroven doslo u pacienta k bolestem zad (E = a),
vysledna pravdépodobnost pak slouzi pro podporu nebo vyvraceni hypotézy, Zze nepohodiné kieslo souvisi s bolesti zad. Celkova pravdépodobnost, Ze po instalaci
nepohodiného kiesla dojde k bolestem zad, je po dosazeni do vzorce 0,183, tedy cca 18 %.

Jak bylo zminéno vy3e, sdruzené pravdépodobnosti je mozné pocitat pro libovolnou sadu uzli sité. V jednoduchém piikladu, kdy nas bude zajimat
pravdépodobnost nastani zranéni zad (C = a) pfi cvieni (B = a), ziskdme po dosazeni do vzorce p = 0,018, tedy z celé hodnocené populace je pravdépodobnost

Prevzato a upraveno z: Ben-Gal . Bayesian Networks. In: Ruggeri F, Faltin F, Kenett R (eds). Encyclopedia of Statistics in Quality & Reliability.

Priklad 1. Aplikace bayesovské sité pro modelovy popis systému sledujiciho pficiny bolesti zad.

Kazdému uzlu v siti pfifazujeme tabulku
s rozdélenim pravdépodobnosti jeho vy-
skytu (pfiklad 1). V pfipadé uzld, které
nemaji rodice, je to nepodminéna prav-
dépodobnost, v opacnych pfipadech jde
o podminéné pravdépodobnosti.
Bayesovskd sit je tedy pravdépodob-
nostni model, kterym mdzeme popsat
kauzalni vazby mezi studovanymi na-
hodnymi veli¢inami v siti prezentova-
nymi jako uzly. Hrana A —> B znameng,
Ze A kauzalné ovliviiuje B, a tedy pozo-
rovani jevu A poskytuje kauzalni podporu
pro vyskyt jevu B. Velkou vyhodou baye-
sovskych siti je moznost vykreslit i velmi
sloZity systém uzlG a vzajemnych vazeb
graficky, coz usnadnuje ¢teni i interpre-
taci. Grafickd forma je také pro svou pro-
storovou Uspornost dobre vyuzitelnd pro
publikace. Bayesovskou sit nazyvame jed-
noduse souvislou, pokud mezi dvéma uzly
existuje pravé jedna neorientovand cesta
(hrana). Nékdy je takova sit v literature
oznacovana jako les. Jeho zvlastni formou

je strom, coz je graf, kde kazdy uzel ma
jen jednoho rodice.

Pokud jednotlivé uzly sité ocislu-
jeme tak, Ze rodi¢e maji vzdy niz3i po-
fadové cislo neZ jejich potomci, pak
plati, Ze kazdy jednotlivy uzel je podmi-
néné nezavisly na uzlech s nizsim ¢is-
lem s vyjimkou svych rodi¢d. Tato vlast-
nost umoznuje vypocet tzv. sdruZené
pravdépodobnosti at jiz pro celou sit
nebo pro vybranou sadu jejich uzlG:
P(u,...,u) = TI"_, P(ulrodice(u)). Jako
sdruzenou pravdépodobnost oznacujeme
pravdépodobnost soucasného nastani
sledovanych nahodnych jevd, ve zde za-
vedené terminologii tedy uzld. Dle defi-
nice plati, Zze sdruzena pravdépodobnost
nezdvislych diskrétnich veli¢in se rovna
soucinu marginalnich pravdépodobnosti.
To Ize na pfikladu dvou nahodnych veli¢in
A a B zapsat nasledovné:

P(ANB) = P(A)P(BIA) = P(B)P(AIB). Jsou-li
tyto velic¢iny zcela nezavislé, pak ziskdme
znadmy vztah: P(ANB) = P(A)P(B).

Ackoliv Sipky v siti oznacuji pricinné
vazby a jejich smér (pficinu a disledek), je
mozné pohybovat se pfi vypoctu sdruze-
nych pravdépodobnosti v siti libovolnym
smérem.

V prikladu 2 vyuZivdme vyse popsané
moznosti vypoctu sdruzenych pravdépo-
dobnosti pro pravdépodobnostni usu-
zovani (inferenci), kdy pfi znalosti struk-
tury sité a podminéné pravdépodobnosti
v jednotlivych uzlech mazeme vypocitat
aposteriorni pravdépodobnost vyskytu
(nastani) libovolného uzlu sité. Vzhledem
k vypocetni ndro¢nosti neuvadime obecny
postup vypoctu, ktery mize byt provadén
relativné Sirokou skalou dostupnych algo-
ritmd; v pfipadé zajmu ctendre odkazu-
jeme na specializovanou literaturu a do-
stupny software, jako je napf. knihovna
deal pro statisticky jazyk R (Boettcher and
Dethlefsen, 2003).

V analyze pomoci bayesovskych siti
muUZeme postupovat od pravdépodob-
nosti vyskytu jevu k jeho teoretickym
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Zadani: V dané oblasti se mUze vyskytovat prenase¢ onemocnéni (vektor, V). Onemocnéni mize byt pfeneseno bud pfimo bodnutim
prenasecem (B), nebo kontaktem s nemocnym ¢lovékem (K). V pfipadé kontaktu s nemocnym nebo bodnuti pfenase¢em se u sledova-
ného pacienta muze nebo také nemusi rozvinout dané onemocnéni (0). Vsechny veli¢iny (V, K, B, O) jsou v tomto pfikladu binarni a mo-
hou nabyvat hodnot ano (1)/ne (0).

P(V=1) P(V=0)
0,50

Vyskyt prenasece
onemocnéni

% P(K=1V) |P(K=0IV) Kontakt f vV | P(B=1V)|P(B=0V)
- . Bodnuti pfenasecem
s nemocnym = a 0,80 0,20
a 0,10 0,90 ¢lovékem
n 0,20 0,80
n 0,50 0,50

P (O =1IK,B) P (O =0IK,B)
0,99 0,01
Onemocnéni 0,90 0,10
n a 0,90 0,10
n n 0,00 1,00

Otazka: Pfi analyze celého systému nas zajima, co je po zjisténi onemocnéni u pacienta jeho nejpravdépodobnéjsi cestou prenosu.
Vyhodnotime tedy pravdépodobnost, zda v pfipadé onemocnéni pacienta (O = 1) nastal kontakt s nemocnym ¢lovékem P (K = 110 = 1)
nebo naopak bodnuti pfenase¢em P (B = 110 = 1).

P(K=1,0=1) _ EV’bP(V =v,K=1,B=5b,0 =1)=

P(K=110=1)=

P(O=1) P(O=1)
N (P =vP(K =1V =v)P(B=b|V =v)P(O=1|K =1,B=b)) 02781 0430
- P(O=1) S PO=1)
P(B=1|0=1)=P(B=1,O=l)=Ev,kP(V=v9K=k’B=1’O=1)=

P(O=1) P(O=1)
N (P =VP(K =k|V =v)P(B=1|V =v)P(O=1|K =k,B=1)) 04581 0710
= PO =1) S PO=1 "

ket PO =1)= N ;s (P(V =V)P(K =k|V =V)P(B=b|V =v)P(O =1|K =k, B =b)) = 0,6471

Spoctené sdruzené pravdépodobnosti sumarizuji celou cestu pfi¢in a nasledkd, jak je popsana v bayesovské siti. Kombinaci rodi¢ovskych
uzll sité predchazejicich uzlu onemocnéni pacienta (tedy od vyskytu prenasece pres moznost kontaktu s nemocnym a moznost bodnuti
prenasecem) tak zjistujeme, ze v pfipadé onemocnéni pacienta jde s pravdépodobnosti 0,71 o disledek bodnuti prenasecem a s pravdé-
podobnosti 0,43 o dusledek kontaktu s nemocnym ¢lovékem.

Zavér: Maximalni aposteriorni pravdépodobnost ma pric¢ina bodnuti pfenasecem, tedy P(B=110=1)>P(K=110=1),
pravdépodobnéjsim zplsobem nakazy je tak bodnuti pfenasecem.

Priklad 2. Aplikace bayesovské sité pro statistické usuzovani (inferenci) pri diagnostice pficiny onemocnéni.

pfi¢indm (tzv. diagnosticka inference),  (tzv. kauzalni inference). Nicméné ani  si musime uvédomovat riziko pfislo-
ale i naopak od znalosti pravdépo-  bayesovské sité nejsou nastroj, ktery by  vecného ,korelovani hrusek s jablky”.
dobnosti moznych pri¢in (napf. rizi- mohl samostatné pracovat bez ¢lovéka, |kdyz znalost kauzélnich vztaht by méla
kovych faktort) k hodnocenému jevu a zejména pfi hodnoceni kauzality jevd byt zékladem tvorby bayesovské sité,
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ne vsechny vazby v siti musi mit nutné
kauzalni pficinu.

Moznost pracovat s topologii sité pred-
stavuje z vypocetniho hlediska podstat-
nou vyhodu ve smyslu redukce parame-
trd modelu. Pfedstavme si, Ze studujeme
vliv péti rdznych bindrnich znakd na ur-
Cité riziko souvisejici s nemoci pacientd.
Pokud bychom chtéli provéfit vzajem-
nou nezdvislost viech téchto faktord,
museli bychom hodnotit pravdépodob-
nost vyskytu vsech jejich kombinaci (po
dvou, po tfech, ...) a celkem bychom tak
hodnotili 2> komponent. Pravdépodob-
nost vyskytu vsech potencidlnich inter-
akci faktort (prediktord) by vétsinou ne-
bylo mozné empiricky posoudit, nehledé
na to, Ze by zasadné narostly poZzadavky
na velikost vzorku v experimentu. Pravdé-
podobnostni model pracujici na zakladé
bayesovské sité tak predstavuje velmi 13-
kavou alternativu. Napf. v pfikladu 1 v siti
s péti uzly jsme hodnoceni redukovali na

10 vztaht danych vzdjemnymi vazbami
uzlt (velicin) v siti.

Bayesovské sité predstavuji graficky
nastroj, ktery je intuitivné snadno ucho-
pitelny, a pro interpretaci tak nabizi
i vyuZitelny pravdépodobnostni popis
zobrazovanych vztahd. Popularita baye-
sovskych sitf je v poslednim desetileti na
vzestupu a pouzivaji se pro radu aplikaci
ve vytézovani dat a textd, pfi vyvoji po-
stupl pro rozpoznavani feci, v analyze
signall, predpovédi pocasi a v neposledni
fadé v medicinskych aplikacich, zejména
diagnostice. Obecné platna graficka
forma siti umozfiuje zaclenit jako uzly ne-
jenom mérené nahodné veliciny (jevy),
ale také hypotézy, ocekavani a jiné teore-
tické faktory. Bayesovska sit je idedlni na-
stroj pro kombinovani apriorni (expertni)
znalosti kauzality s vysledky vyplyvajicimi
z analyzy redlnych dat. Rozvoj pocitacové
techniky umozriuje aplikaci bayesovskych
siti popisovat i slozité klinické problémy,

kde pocty sledovanych rozmérd jdou do
stovek a tisict. Po nékolik stoleti budo-
vana teorie se tak stavéd zadkladem pro
studium skutecné redlnych problému.
V brzké budoucnosti se bayesovské sité
stanou kli¢ovym nastrojem umélé inteli-
gence a umozni jeji nasazovani pro feSeni
velmi slozitych systéma.
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