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Analyza dat v neurologii

L XX. Kovariance

Minuly dil seridlu jsme vénovali uvodu do
analyzy kovariance, kterou jsme pfedstavili
jako jeden ze zékladnich ukazatell vztahu
dvou kvantitativnich proménnych. Ozna-
¢ime-li tyto proménné X a ¥, pak kovarianci
znacime cov(X, Y).

Pfipomenime z minulého dilu, ze odhad
kovariance kalkulujeme podle nésledujiciho
vztahu:

21, (= X)X (- y)

cov(X, Y) = N

, kde

* X, y, jsou jednotlivé hodnoty promeénnych
XaYnaméfené parové ui=1azi=N je-
dincl v analyzovaném souboruy,

* X,y jsou aritmetické prdmeéry proménnych
XaY.

V tomto dile se déle zaméfime na vybrané
vlastnosti kovariance jako statistického uka-
zatele, pfedstavime postupy pro testovani
jeji statistické vyznamnosti a doplnime uzi-
te¢né informace k jejimu vyuziti. Zamysleme
se nejprve v nékolika nasledujicich pozndm-
kadch nad vypoctem hodnoty kovariance dle
vyse uvedeného vztahu, nebot jiz z néj Ize
odvodit interpretacni vyznam kovariance,
ale také jeji limity.

Hodnota kovariance je jednoznacné za-
vislad na rozlozeni hodnot proménnych Xa Y
kolem jejich aritmetického priiméru, nebot
¢itatel je souctem ndsobkd vzdéalenosti
kazdé jednotlivé hodnoty x a y, od primeéru
x, respektive y. Pokud hodnoty X a Y vyka-
zuji na mérenych subjektech stejny trend
(vztah), pak rostou stejnym smérem od prd-
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méru a kovariance nabyva kladnych hodnot,
tim vétsich, ¢im je tento vztah prikaznéjsi.
Naopak, pokud hodnoty X a Y jdou v pozici
v0ci svym primérdm opacnym smérem, je
kovariance ¢iselné zdporna a vyjadfuje za-

Priklad ¢iselné doklada platnost vztahu kovariance (X, X) = rozptyl (X) neboli cov(X, X) = var(X).
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Priklad 1. Vypocet kovariance vychézi z hodnot rozptylu proménnych, jejichz vztah studujeme.
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LXIX. KOVARIANCE

Kovariance, stejné jako rozptyl, je svoji hodnotou zavisla na Ciselnych jednotkach hodnocenych proménnych. Pouha zména jednotek, napf.
za Ucelem zpfesnéni méfeni, muze vést k zasadni zméné hodnoty kovariance. Priklady nize ukazuji ovlivnéni vysledné hodnoty kovariance
zménou jednotek proménné X (zm nacm)a Y (z I naml).
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Prestoze se smér zavislosti X a Y nijak kvalitativné nezménil a vizualné jsou oba grafy v podstaté totozné, hodnoty kovariance se vyrazné
lisi. Problémem vyuziti kovariance jako miry zavislosti proménnych tedy je neexistujici maximalni mozna hodnota, tj. hodnota vyjadfujici
maximalni silu vztahu X a Y (v8echny body X a Y by v takové situaci lezely na pfimce).

Pfiklad 2. Hodnoty kovariance jsou urcovany rozptylem, a tedy jednotkami proménnych, jejichz vztah zkoumame.

Hodnota kovariance je stochastickym odhadem a muZze byt statisticky testovana. Typickou M\/N -2
nulovou hypotézou je cov(X, Y) = 0, alternativni hypotézou pak cov(X; Y) # 0. Testova statistika SxSy

t ma Studentovo rozdéleni s n — 2 stupni volnosti. t= 5
1 cov(X,Y)
Priklady 3A—C ukazuji vysledky testu pfi rliznych hodnotach kovariance. - SxSy
3A) vyznamna kladna kovariance 3B) vyznamna zaporna kovariance 3C) nevyznamna kovariance
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t=28,462 t=-27,447 - 5701
p <0,001 p < 0,001 p=0,
Statisticky vyznamna kladna Statisticky vyznamna zaporna StTtisticky’neV}'IznaP na kr? varia,nce,
kovariance, mezi proménnymi kovariance, mezi promé&nnymi ne ziz?/m_ltr(;o?\; nulovou vyp<’)te.z u
existuje kladny, statisticky vyznamny, existuje zaporny, statisticky cov(X, ¥) = 0. Mezi proménnymi
vztah. vyznamny, vztah. neexistuje statisticky vyznamny

vztah.

Priklad 3. Testovani statistické vyznamnosti kovariance.
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LXIX. KOVARIANCE

Tab. 1. Vstupni data.

V pfipadech, kdy potfebujeme posoudit vzajemny vztah mezi vice nez dvéma proménnymi, Ize samoziejmé odhadovat hodnotu
kovariance mezi vdemi dvojicemi testovanych proménnych. Tab. 1 ukazuje pfiklad vstupniho datového souboru se Etyfmi proménnymi,
jejichz vzajemné vztahy je mozno zapsat v podobé tzv. kovarianéni matice (tab. 2) a znazornit formou maticového grafu (graf 1). Na hlavni
diagonale kovarianéni matice jsou hodnoty rozptylu jednotlivych promé&nnych X1-X4, nebot plati vztah cov(X,X) = var(X).

Tab. 2. Kovarianéni matice.

X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4
13 10 8 8 X1 3,6 0,4 -0,4 2,6
13 15 15 6 X2 8,3 4.1 -3,2
12 6 11 9 X3 6,7 -0,8
10 10 11 6 X4 4,3
9 11 10 3
9 1 14 6 Graf 1. Maticovy graf X1, X2, X3, X4.
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Priklad 4. Kovarian¢ni matice a jeji interpretace.

porny vztah obou proménnych. Nulova ¢i
nule blizkd hodnota kovariance potom do-
klada neexistenci vztahu X a Y, jejichZz hod-
noty na sobé nijak nezavisi a vyskytujf se
v pozici vUci svym pramérnym hodnotam
zcela ndhodné.

Cim jsou tedy hodnoty proménnych X a Y
vice ,rozptyleny” kolem jejich prdmeéru, tim
je hodnota kovariance numericky vyssi, at jiz
v zapornych nebo kladnych ¢fslech. Proto se
o kovarianci v odborné literatufe nékdy pise
jako o spole¢ném rozptylu proménnych X
a Y, jejichz zavislost studujeme. Jeji vypocet
totiz skute¢né vychdzi z vypoctu pro rozptyl,
ktery jednoduse definujeme jako priimérny
Ctverec vzdalenosti od priméru. Pokud
tedy dosadime do vztahu pro vypocet ko-
variance misto hodnoty Y hodnotu X, dosta-
neme vztah pro vypocet rozptylu proménné
X, ktery oznacme var(X):

2= X)X (X ~X)

COV(X, X) = T =

2L =X
= S var(X)

A obdobné by samoziejmé platilo, ze
cov(Y, Y) = var(Y). Ptiklad 1 dokldda na kon-
krétnim souboru dat platnost tohoto vztahu
mezi kovarianci a rozptylem. Mnohé cte-
nafe nyni jisté napada legitimnf otdzka, zda
jsme zde ve vykladu jiz nepresli k pfilis de-
tailnim matematickym podrobnostem a zda
tyto informace majf prakticky vyuzitelny vy-
stup. Odpoved zni jednoznacné ano, nebot
z vyse uvedeného vyplyvaji zasadni inter-
preta¢nfi omezeni odhadu kovariance. Abso-
lutni hodnoty kovariance totiZ nejsou ur¢o-
vany pouze silou vztahu proménnych X a Y,
ale zejména jejich jednotkami a tedy i veli-
kosti jejich rozptylu, ktery je &iselné rov-
néz uren jednotkami X a Y. Budeme-li napft.
zkoumat vztah mezi vyskou a hmotnosti
lidské postavy, vyjde kovariance v absolut-
nich hodnotach zcela jinak pfi méfenf vysky
v metrech nebo v centimetrech. V tomto

smyslu je kovariance &iselné nestandardizo-
vany ukazatel a velikost kovariance neni nijak
omezena. Tento fakt dokladé priklad 2 to-
hoto dilu seridlu.

Pro odhad kovariance tedy neni defino-
vana maximalni hodnota, kterd by vyjadfo-
vala nejsilnéjsi mozny vztah zkoumanych
promennych (jejich hodnoty by v takovém
pfipadé leZely pfesné na pfimce). Naopak, si-
tuaci jesté komplikuje fakt, Ze kovariance je
statistika tzv. parametrickd, coz znamena,
Ze predpokladem pro jeji vypocet je smys-
luplnd vypovédni hodnota aritmetického
primeéru jako stfedu normalniho (Gaussova)
rozdéleni hodnot. Pfedpoklddame tedy, ze
proménné X a Y napliuji definici norméalniho
rozdéleni, které zname jako rozdéleni syme-
trické, bez odlehlych hodnot a s hodnotou
aritmetického prdméru rovnou medianu.
Vyznamné odlehlé hodnoty jedné nebo
obou zkoumanych proménnych silné ovliv-
nuji ¢iselnou hodnotu kovariance, nebot
v Citateli pro jeji vypocet se objevi velka &i-
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LXIX. KOVARIANCE

selnd hodnota rozdilli x, —x nebo y —y.Vex-
trémnim pifpadé tak mize jedna jedind hod-
nota vést k vysoké hodnoté kovariance, ktera
by po jejim vylouceni z vypoctu byla nulova
nebo blizkd nule. Z tohoto ddvodu nesmi
byt kontrola rozdéleni hodnot zkoumanych
proménnych podcenéna.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze z absolut-
nich hodnot kovariance nelze prvoplanové
usuzovat silu vztahu zkoumanych promén-
nych a dale ze hodnoty kovariance odhad-
nuté v rdznych studiich jsou jen obtizné
srovnatelné. O to vetsi vyznam ma testovani
statistické vyznamnosti kovariance, které by
mélo byt témér povinnym doplikem pub-
likovanych hodnot. Kovariance je stochas-
ticky ukazatel a o jejich hodnotéch Ize tedy
formulovat rdzné hypotézy a jejich platnost
ovérovat statistickymi testy. Standardni hy-
potézou je nulovd hypotéza, Ze kovariance
je rovna nule a mezi proménnymi X a Y tedy
neni zadny prokazatelny vztah. Zamitnutim
této hypotézy statistickym testem na dané
hladiné vyznamnosti potvrzujeme statis-

ticky vyznamny vztah mezi zkoumanymi
promeénnymi.

Pfipomerime, Ze statistické testy pracujf
s tzv. testovou statistikou, kterou pocitdme
dle definovaného vztahu a vysledek vy-
hodnocujeme pomoci pravdépodobnosti.
Testova statistika odhadu kovariance ma
Studentovo rozdéleni pro N - 2 stupnl vol-
nosti a jeji vypocet zde doklada priklad 3. Ze
vztahu pro testovou statistiku je zfejmé, ze
¢im vétsi je hodnota kovariance, at jiz kladna
nebo zdporng, tim vétsi absolutni hodnoty
dosahuje hodnota statistiky t a tim vétsi je
pravdépodobnost zamitnuti nulové hypo-
tézy cov(X, Y) =0.

Fakt, Zze pro kovarianci neni definovana
maximalni mozna hodnota a ciselnd hod-
nota odhadu kovariance zavisi na jednot-
kach a rozptylu zkoumanych proménnych,
nemusi byt vzdy nevyhodou. Napfiklad
zkoumdame-li vztah dvou proménnych, které
maji finan¢ni vyznam (X: investice VK¢ Y: vy-
nosy vKg), je absolutni ¢iselnd hodnota ko-
variance pfimo vyuzitelnd pro posouzenf

sily vztahu. Obecné pfi posuzovani vztahu
dvou proménnych, které si vzajemné odpo-
vidajf jednotkamii ¢iselnym rozsahem, mize
mit absolutni hodnota kovariance pfimou
interpretaci.

Tento dil seridlu uzavieme prikladem 4,
ktery zndzornuje situaci, kdy potfebujeme
posoudit hodnotu kovariance pro vice nez
2 proménné. Potreba vyjadfit se soucasné
o vétsim poctu proménnych je v praxi
velmi castd a vede k vicerozmérnému pri-
stupu v korela¢ni analyze. Pfi soucasném
zpracovani K proménnych hodnotime ko-
varianci pro K * (K - 1)/2 dvojic proménnych,
které sestavujeme do tzv. kovarian¢ni ma-
tice, jejiz tadky i sloupce jsou vénovény po-
stupné prvni az K-t¢ proménné. Na pra-
seciku i-tého tadku a j-tého sloupce je
uvedena kovariance i-té a j-té proménné.
Kovarian¢ni matice je Ctvercova (symet-
rickd podle hlavni diagondly) a na diagonéle
obsahuje rozptyly zkoumanych promén-
nych, nebot plati vyse zdivodnény vztah
cov(X, X) = var(X).
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