OKENKO STATISTIKA

STATISTICIAN'S WINDOW

Analyza dat v neurologii

L XXI. Pearson(lv korelaéni koeficient

V sérii vyukovych ¢lankld tento rok fesime
hodnoceni vztahu dvou spojitych promén-
nych. Vyklad jsme zapocali analyzou lineér-
niho vztahu mezi dvéma spojitymi, nor-
malné rozlozenymi veli¢cinami a minulé dva
dily jsme vénovali vysvétleni pojmu kova-
riance znacené cov(X, Y). Kovariance je jed-
nim ze zakladnich ukazatel? sily vztahu
dvou proménnych. U normalné rozlozenych
veli¢in pracujeme s aritmetickym prdmeé-
rem a rozptylem a z téchto statistickych uka-
zatelll stfedu a variability rozlozeni vychazi
také vztah pro vypocet kovariance:

2L, (= X)X (- y)

cov(X,Y) = NoT

, kde

* X, y, jsou jednotlivé hodnoty promeénnych
XaYnaméfené parové ui=1azi=N je-
dincl v analyzovaném souboruy,

X,y jsou aritmetické prameéry proménnych
XaY.

Pfipomerime, Ze kovariance je ukazatelem
sily linedrniho vztahu dvou proménnych,
pricemz jeji kladnd hodnota znaci vztah po-
zitivni a zdpornd hodnota vztah negativni.
Kovariance blizkd nule doklada neexistenci
vztahu, kdy hodnoty obou proménnych
na sobé nijak nezavisi a vyskytuji se v po-
zici vaci svym prameérnym hodnotdm zcela
ndhodné.

V minulém dile jsme rovnéz rozebirali nej-
vetsi nevyhodu kovariance, a to ze jeji hod-
noty zavisi na rozptylu obou proménnych,
resp. na jednotkéch, ve kterych jsou vyjad-
fovany. Pro odhad kovariance tedy nenf defi-
novana maximalni hodnota, kterd by vyjad-
fovala nejsilngjsi mozny vztah zkoumanych
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proménnych (jejich hodnoty by v takovém
ptipadé lezely pfesné na pfimce). To zna¢né
omezuje interpretaci odhadu kovariance
a snizuje srovnatelnost odhadl kovariance
z réznych studil. Proto byva kovariance ¢asto

x X—x y y-y x-x)+xG-y
3 -2,5 4 —45 11,25 R Cov(X,Y)
11 55 8 -0,5 -2,75 SxSy
4 -1,5 8 -0,5 0,75 o) = S (= )+ (3 = 7)
2 -3,5 10 1,5 -5,25 ) N—1
5 -0,5 10 1,5 —-0,75 1 N
2 _ L ¥)2 _
8 25 1 25 6,25 s°= Nz(xl x) s =4/s2
i=1
=55 5 =85 Z(f—x)*(y—y)=9,5
Cov(X,Y)

L (5-55)+(10-85) (8-85)+(11-85) _

(3—-55)*(4—-85) (11-55)*(8—85) (4—55)*(8—-85) (2—-55)*(10-8,5)
= z + : + +

5

5

1,9

1
Sy = Jg +((3 = 5,5)24(11 — 5,5)2+(4 — 5,5)2+(2 — 5,5)2+(5 — 5,5)+(8 — 5,5)2) = 3,39

Cov(X,Y 1,9
o CovEx.Y) _

= =0,22
3,39 % 2,51 9,

SxSy

1
sy = jg *((4 — 8,5)2+(8 — 8,5)2+(8 — 8,5)2+(10 — 8,5)2+(10 — 8,5)2+(11 — 8,5)2) = 2,51

Priklad 1. Vypocet vybérového Pearsonova korela¢niho koeficientu.
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LXXI. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

Odhad Pearsonova korela¢niho koeficientu (r) mGze byt doplnén intervalem spolehlivosti. Vzhledem k definovanému rozsahu Pearsonova
korelaéniho koeficientu mezi —1 a +1 je jeho interval spolehlivosti pfi pfiblizeni k témto hranicim asymetricky. Vypocet je zaloZzen na tzv.
Fisherové transformaci hodnot r na skére z (standardizované normaini rozdéleni):

1+r
Z=0,5><ln<1 >

dale kalkulujeme smérodatnou odchylku dle vztahu

smér.odch.= m

Vysledny 95% interval spolehlivosti pro odhad z po¢itame dle vztahu

z+ 1,96 X smér.odch.

Takto spoétené hranice jsou zpétnou transformaci prevedeny zpét na hranice 95% intervalu spolehlivosti v ptivodnich hodnotach Pearsonova
korelaéniho koeficientu.

Rozsah intervalu spolehlivosti koresponduje se statistickou vyznamnosti Pearsonova korelaéniho koeficientu (pokud 95% interval
spolehlivosti r nezahrnuje hodnotu 0, Ize korelacni koeficient povaZovat za statisticky vyznamné odlisny od nuly na hladiné p < 0,05).

Interval spolehlivosti pro Pearsontiv korelaéni koeficient muize byt kalkulovan i dle nasledujiciho vztahu, ktery pracuje pfimo s kvantily
Fisher-Snedecorova rozdéleni (F):

spodni hranice intervalu spolehlivosti: L= 1+F, )r +(-F,)
: =
(l + Fa)'*’ (A=F)r kde F, je hodnota Fisher-Snedecorova rozdéleni pro F) v1.2, Napf. pro 95%
(1 +F )r —(1-F,) interval spolehlivosti a(2) = 0.975); stupné volnosti jsou v1 = v2 = N-2.
— a a

horni hranice intervalu spolehlivosti: L, 7W
+ al” “la r

Priklad 2. Vypocet intervalu spolehlivosti vybérového Pearsonova korela¢niho koeficientu.

vstupni data potiebné vztahy pro vypoéet

Y 12

10 6;.10 — 05 x1 1+7r
o 4;8 z =0, n 1=~
36 ° 56
6 ° °
1;4 v — 1

4 . 5 smér.odch. ’ /(n ~3)

2 .

0 % (d*,h*) = z+ 1,96 X smér.odch.

0 2 4 6 8
__Cov(X,Y) 44
vypocéet hodnoty r R = SxSy = 1928 _0,8
+r 1+0,8

vypoc&et Fisherovy transfomace z=05xIn 17" 0,5xIn 1-08 =11

smér.odch.= \/1/(n —3)= \/1/(6 —3)= 0,6

(d*,h*) = z+ 1,96 * smér.odch.= 1,1 + 1,96%0,6= (—0,08; 2,3)

@ h = exp(2 *d*) — 1.exp(2 *h*)—1 _
zpétna Fisherova transformace " exp(2*d*) +1exp(2xhT) +1
_exp(2*(=0,08)) —1 exp(2%23)—1

" exp(2#(—0,08) + 1 exp(2%23)+1

vysledny 95% interval spolehlivosti r = (—0,08; 0,98)

Priklad 2 — pokracovani. Vypocet intervalu spolehlivosti vybérového Pearsonova korela¢niho koeficientu.
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LXXI. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

prikladova data

Priklad doklada postup vypocétu Pearsonova korelacniho koeficientu a jeho statistické vyznamnosti na realném datovém souboru o N = 6.

potiebné vztahy a testovana hypotéza

vypocet smérodatné odchylky

Y 12 N R_Cov(X,Y) t_r\/n—z Hy:r=0
10 48 . SxSy Vi—rz Her#o
8 °
3;6 5,6 N i — %) % (vi — 7
6 1:4 [ ) ) COU(X,Y):Zl_l( i N_)l(yl }’)
4 * 202 X=35y=6 L&
2 ° _
: P E-D s= 5
X i=1
0 2 4 6 8
__ Cov(X,Y) _ 44 _
Cov(X,Y) =44 R = oy " 1eze s 0,8

analogicky k s, se spoita s, = 2,8

t_r\/n—2_0,8* 6—2_27
T Virz  Ji-osz
df=N—-2=4

testova statistika a pocet stupiit volnosti (df)

Sy = %* (3-3,5)24(5—3,5)2+(6 — 3,5)2+(4 — 3,4)2+(2 — 3,5)2+(1 - 3,5)2) =

Zaveér: jelikoz je hodnota testové statistiky ¢t mensi nez kriticka
hodnota dle Studentova rozdéleni (2,7 < 2,776 ) nezamitame

nulovou hypotézu.

kriticka hodnota z tabulek Studentova rozdéleni
pro 97,5% kvantil a 4 stupné volnosti

1,9

t0,975(4) = 2,776

Priklad 3. Testovani statistické vyznamnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu na hladiné a = 0,05.

citovéna jako nestandardizovany ukazatel
sily vztahu proménnych.

Vyse uvedend nevyhoda kovariance je
také dlvodem, pro¢ je pro vyjadfenf sily Ci
,tésnosti” vztahu dvou spojitych promén-
nych bézné vyuzivan jiny ukazatel, tzv. Pear-
sondv korela¢ni koeficient (Pearson'’s cor-
relation coefficient), nékdy také oznacovany
jako pérovy korela¢ni koeficient. Oznacuje
se R, 1, R(X, Y) nebo r, . V praxi se bézné vy-
nechava oznaceni Pearson(v a pouziva se
pouze oznaceni korela¢ni koeficient. Kore-
la¢ni koeficient odhadnuty na vybérovém
vzorku N subjekt(l je oznacovan jako vybé-
rovy korela¢ni koeficient. Jeho cilova popu-
la¢ni hodnota je typicky znacena feckym
pismenem p.

Korela¢ni koeficient je na rozdil od kova-
riance statistikou standardizovanou, coZ po-
chopime ze vztahu pro jeho vypocet:

2 =X)X(y,~y)

RX Y)=
) (Nf1)><sx><5y

Je zfejmé, Ze vztah vychazi z vypoctu ko-
variance, u kterého ve jmenovateli zlomku
pfibyly hodnoty smérodatnych odchylek
obou proménnych s a 5, Timto prestala byt
vysledna hodnota R zavisld na jednotkdch
¢i rozptylu proménnych a mlze nabyvat
pouze hodnot v intervalu od -1 do + 1. Dé-
lenf smérodatnou odchylkou standardizuje
u normalniho rozdéleni vzdalenost hod-
noty x. od prdméru veliciny X. Ziskavame tak
7 skore, napf. pro proménnou X:

Hodnoty R blizké nule znaci neexistujici
linedrnf vztah obou proménnych, hodnoty
zaporné ukazuji na zaporny linedrni vztah
a naopak kladné hodnoty koeficientu uka-
zujf na vztah kladny. DopInime-Ili do vyse
uvedeného vztahu vzorce pro smérodatné
odchylky, ziskdme pro vypocet R nasledujici
formu zapisu:

er\l:W (X/_)?) X (y/_y)
|BL 6 -RF X ZL, 0,7

RX.Y) =

Obecnéjsi formou zéapisu je ndsledujicf
vztah, kde £ a D jsou oznacenim vypoctu
stfedni hodnoty a rozptylu:

E(X—EX) x(Y-EY))

DXXW

Vlastni vypocet korela¢niho koeficientu
doklada priklad 1. Jde o bodovy odhad hod-
noty korela¢niho koeficientu na daném vy-
béru hodnot o velikosti N = 6. Tento vy-
bérovy korela¢ni koeficient je mozné, tak
jako u jinych vybérovych statistik, doplnit
100(1 = @)% intervalem spolehlivosti (confi-
dence interval), pficemz nejcastéji byva pu-
blikovan 95% interval. Postup vypoctu pfi-
blizujeme v prikladu 2, ze kterého je patrné,
Ze vypocet zahrnuje pomeérné slozitou tzv.
Fisherovu transformaci. Ackoli totiz kore-

RXY)=
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LXXI. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

V analyze hodnotime vztah mezi délkou a Sitkou urcité anatomické struktury na vybérovém souboru o velikosti N = 10. Cilem je kvantifikovat
tento vztah Pearsonovym korela¢nim koeficientem, jeho 95% intervalem spolehlivosti a otestovat statistickou vyznamnost korelaéniho
koeficientu.

sitka 1) vypocet Pearsonova korela¢niho koeficientu:

50
13 | <> 18 ) o - Cov(X Y) — 915 _
29 |« | 24 40 4 o 0o R SxSy (852.1396)°° 0,839
3B <> | # Q
42 | &> 45 30
12 | <> 8 g o © 2) vypocet 95% intervalu spolehlivosti Pearsonova korelaéniho koeficientu
26 [«> | 33 B 20 pomoci kvantili Fisher-Snedecorova rozdéleni:
34 <> | 28
38 | <> | 46 ] 1+F, r+(1-F 1+F, r—(1-F,
25 | <> 36 10 0o F:z =4.443 Ll =w=0’441 LZ :w=0’961
28 | <> | 41 . (1+F,)+(1-F,)r (1+F,)-(1-F,)r
prameér: pramér: 0 10 20 30 40 50
28 32 délka 3) testovani statistické vyznamnosti Pearsonova korela¢niho koeficientu (H,: R = 0):

7

Jx/n—Z =4361 yv=n-2=8 p=0,002

Zavér: Pearsonuyv korelacni koeficient pro vztah hodnocenych proménnych je roven 0,839 s 95% intervalem spolehlivosti 0,441 — 0,961.
Korelacni koeficient se statisticky vyznamné lisi od 0 na hladiné vyznamnosti p = 0,002.

Priklad 4. Vypocet Pearsonova korela¢niho koeficientu, jeho intervalu spolehlivosti a statistické vyznamnosti.

Pearsonuv korela¢ni koeficient (R) je standardizovanym ukazatelem sily linearniho vztahu dvou spojitych proménnych. Korela¢ni
koeficient je bezrozmérny a muze nabyvat hodnot od —1 (Uplna zaporna korelace) do +1 (Uplna kladna korelace). Hodnota Pearsonova
korela¢niho koeficientu mize byt testovana na statistickou vyznamnost, kdy nulova hypotéza je R = 0, alternativni hypotéza pak R # 0.
Testova statistika ma Studentovo rozdéleni (t) s n—2 stupni volnosti. Pfiklady niZe ukazuji vysledky testu pfi riznych hodnotach
Pearsonova korelacniho koeficientu. Zkratkou IS je oznacen interval spolehlivosti, t je hodnota testové statistiky se Studentovym
rozdélenim.

5a. vyznamna kladné korelace

5b. vyznamna zaporna korelace

5c¢. nevyznamna korelace

25 25 20
18 [}
20 20 o 16 °0 ;
15 15
10 10
5 5
0 0
0 25 5 10 15 20 o 5 10 15 20 25
Cov = 13,896 Cov =-10,886 Cov = 0,326
R =0,945, 95% IS: 0,918; 0,962 R =-0,941, 95% IS: —0,960; -0,913 R =0,027,95%1S: -0,171; 0,222
t = 28,462 t=-27,447 t=0,265
p < 0,001 p < 0,001 p =0,791
statisticky vyznamna kladna korelace statisticky vyznamna zaporna statisticky nevyznamna korelace
korelace
Pfiklad 5. Pearson(iv korela¢ni koeficient a jeho statistickd vyznamnost.
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LXXI. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

korelogramu, jak doklada ukazka nize.

Pro hodnoceni vzajemného vztahu vice spojitych proménnych je vyuzivana matice korelacnich koeficientl (obdoba matice kovarianci).
Jde o ¢tvercovou matici, jejiz buriky obsahuiji korelaéni koeficienty pfislusnych dvojic proménnych. Matici Ize prezentovat i graficky v tzv.

R =1,000

R=-0,118
ess D$0,152

.:’;ﬂg..

R=0,872
p < 0,001

R=0818
p<0001 o=

&’r

R=0,818
p < 0,001

. R = 1,000
R=0,872
& <0001
R=0963 ufg e R = 1,000
p < 0,001 5 ’
o] K

Priklad 6. Korela¢ni matice a korelogram.

la¢ni koeficient vyZaduje splnéni pfedpo-
kladu normality vstupnich proménnych X
a ¥, hodnoty korela¢nfho koeficientu nemaiji
normalni rozdéleni. Proto je nutné apliko-
vat normalizujici transformaci, kterd prevadi
hodnotu R na z skore.

Interpretace intervalu spolehlivosti pro
korela¢ni koeficient se nijak nelisi od inter-
pretace pro jakykoli jiny statisticky ukazatel.
Tedy napf. 95% interval spolehlivosti udava
dolni a hornf hranici pro hodnoty R, v rdmci
kterych by se vyskytlo 95 vybérovych od-
hadl R, pokud bychom odhad 100x neza-
visle opakovali. Z hlediska interpretace inter-
valu spolehlivosti je dale zadsadnf pozice nuly.
Pokud interval spolehlivosti korela¢niho koe-
ficientu zahrnuje hodnotu nula, nelze tento
koeficient oznacit za vyznamné odlisny od
nuly, a tedy nelze potvrdit existenci linear-
niho vztahu mezi obéma proménnymi.

Samotny interval spolehlivosti by oviem
nemél nahrazovat klasické statistické testy
o vyznamnosti korela¢niho koeficientu. Sta-
tistickou vyznamnosti R myslime situaci, kdy

je hodnota R statisticky prokazatelné roz-
dilnd od nuly. Testujeme tedy platnost nu-
lové hypotézy R = 0, a pokud tu zamit-
neme pomoci vypocltu testové statistiky,
pak plati R # 0 a mezi obéma veli¢inami exis-
tuje prokazatelny (statisticky vyznamny) li-
nedrni vztah. Pro testy tykajici se vyznam-
nosti korela¢niho koeficientu pouzivame
testovou statistiku Studentova rozdélenf (t)
s N — 2 stupni volnosti. Pfiklad 3 dokumen-
tuje vypocet tohoto statistického testu s vy-
sledkem, ktery neved| k zamitnuti nulové hy-
potézy. Pfiklad 4 naopak ucelené shrnuje
hodnoceni odhadu korelace dvou promén-
nych, kterd je vysoce statisticky vyznamna.
Na tyto pfiklady navazuje pfiklad 5, ktery
ukazuje tfi kvalitativné rozdilné vysledky ko-
relacnf analyzy, v¢. kalkulovanych 95% inter-
vall spolehlivosti pro odhad R a provede-
nych test( statistické vyznamnosti R.

Stejné jako v pfipadé kovariance i u ko-
rela¢ni analyzy vznikd v praxi ¢asto po-
tfeba vyhodnotit soucasné korelaci vice nez
dvou proménnych. Pfi sou¢asném zpraco-

vani K proménnych hodnotime korelaci pro
K*(K - 1)/2 dvaojic, které sestavujeme do tzv.
korela¢nf matice, jejiz ftadky a sloupce jsou
vénovany postupné prvni az K-té promenné.
Na prdseciku i-tého radku a j-tého sloupce je
uvedena korelace i-té a j-té proménné. Kore-
la¢nf matice je Ctvercova (symetrickd podle
hlavni diagonaly) a na diagonédle obsahuje
korela¢ni koeficienty rovny jedné, nebot
plati, Ze R(X, X) = 1. Priklad 6 dokumentuje
grafické znazornéni korela¢ni matice, které
se nazyva korelogram.

Na zavér tohoto dilu uvadime nékolik po-
znamek, které sice z vySe uvedeného vy-
kladu vyplyvajf, ale mély by byt pro svij vy-
znam zdUraznény:

- Pearsondv korela¢ni koeficient ma smysl
hodnotit pouze u linedrnich (pfimkovych)
vztahU proménnych X a Y. Pro nelinedrni
vztahy nema vypocet této korelace zadny
smysl.

- Vlypocet Pearsonova korela¢niho koefi-
cientu vyzaduje normalni rozdéleni obou
korelovanych proménnych. Vyznamné
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LXXI. PEARSONUV KORELACNI KOEFICIENT

odchylky od normélniho rozdéleni, zesik-
meni rozdéleni ¢i vyskyt odlehlych hod-
not, vaznym zpUsobem zkresluji hodnotu
korela¢niho koeficientu a znehodnocuji
jeho vypocet. Overeni predpokladu nor-
mality rozdéleni proménnych vstupuji-
cich do korela¢ni analyzy je naprostou
nutnostf.

- Test statistické vyznamnosti ovéfuje plat-

nost nulové hypotézy R = 0 a v pfipadé je-
jiho zamfitnuti prokazujeme statisticky vy-
znamny linearni vztah dvou proménnych.
Nic vice, nejde o prlikaz kauzality vztahu Ci
pricinné zavislosti.

- A naopak pokud potvrdime platnost nu-

lové hypotézy R = 0, znamena to, Ze mezi

proménnymi neexistuje prokazatelny li-
nedrni vztah. Mze vsak mezi nimi byt jina
forma nelinearni zavislosti. Nekorelovanost
neznamena nezavislost.

- Test ovétujici platnost hypotézy R = 0 je

oboustranny. Pokud to dana analyza vyza-
duje, mizeme ovérovat i hypotézy jedno-
stranné, jako napf. R < 0 nebo R > 0.

Podékovani partneriim Ceské neurologické spole¢nosti
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