OKENKO STATISTIKA

Analyza dat v neurologii

VIIl. Binomické rozdéleni

Tento dil statistického seridlu vénujeme
pragmatickému vysvétleni binomického
rozdéleni, které je vyuzivano pro mode-
lovani diskrétnich znakd. Jen pro pfipo-
menuti uvedme, Ze rozdéleni pravdépo-
dobnosti vznikd tim, Ze jsme schopni
vysledky opakovaného nahodného expe-
rimentu usporadat na ciselné ose a ele-
mentarnim jevim pfifadime pravdépo-
dobnost jejich vyskytu. Z predchozich dilt
by mohl vzniknout nespravny dojem, Ze
rozdéleni pravdépodobnosti se pouzivaji
prevazné pro spojité nahodné veliciny,
tedy takové, které mohou nabyvat viech
redlnych hodnot. Avsak naprosto stejny
vyznam maji modelova rozdéleni pravde-
podobnosti pro diskrétni nahodné veli-
¢iny. Pouze formalni vyjadreni jejich distri-
bucni funkce je odlisné, nebot tyto znaky
mohou nabyvat pouze diskrétnich (od
sebe oddélenych) hodnot. Jejich distri-
bucni funkce je tedy typicky schodovita.

Vyznam pravdépodobnostnich rozdé-
leni je u diskrétnich znakd stejny jako
u znakd spojitych. Zname-li rozdélent, a tim
i distribu¢ni funkci, zndme tak pravdépo-
dobnost, s jakou muze znak nabyvat kon-
krétnich hodnot. S vyuzitim pfislusného
rozdéleni mzeme tuto pravdépodob-
nost dokonce predikovat nebo mazeme
simulovat riizné situace. Popisem binomic-
kého rozdéleni neprovadime Zadny vir-
tualni vylet do svéta matematiky, toto roz-
déleni redlné existuje kolem nas a neni
problém pro néj najit ilustrativni priklady
,Ze zivota”.

Za¢néme pomérné strohou definici. Bi-
nomické rozdéleni popisuje cetnost vy-
skytu nahodného jevu v n nezavislych
pokusech, v nichZ ma tento jev stale stej-
nou pravdépodobnost, Ze nastane. Smys|
binomického rozdéleni neni tézké pocho-
pit. Jiz jsme probrali, Ze u rozdéleni nor-
malniho je hodnocena pravdépodobnost

rliznych hodnot, napf. vysky postavy. Vyska
postavy v cm je tedy na ose X. Binomické
rozdéleni podobné sleduje vyskyt néjaké-
ho jevu a na ose X, bude tedy vyneseno
tolikrat, kolikrat tento jev v opakovanych
pokusech nastal. U¢ebnicovym prikladem
je hod minci, kde sledujeme, zda a koli-
krat padne lic. Hodime-li celkem 5krat
(n = 5), pak lic nemusf nutné padnout ani
jednou a nejvice mizZe padnout pravé
pétkrat. Na ose X budou tedy diskrétni
hodnoty O, 1, 2, 3, 4, 5 a pravdépodob-
nost, Ze nastane konkrétni hodnota mad-
Zeme zjistit pomoci binomického rozdé-
leni, pokud jsou spinény jeho predpoklady.
Jednotlivé hody minci musf byt vzajemné
zcela nezavislé a pravdépodobnost nastani
sledovaného jevu se v opakovanych po-
kusech nesmi ménit. U béZné mince v béz-
nych podminkach je tato pravdépodob-
nost 0,5 a obecné ji oznacujeme p, pfi
popisu cilové populace jako ©. Hodnota p
je parametrem binomického rozdéleni a ur-
Cuje pravdépodobnost nastani jevu v jed-
notlivych experimentech. Tyto musi byt na-
staveny tak, aby byla mozna jiz jen jedna
dalsi moznost, tedy jev opacny nastévajici
s pravdépodobnosti 7 — p (nékdy je ozna-
Covano jako 7 —p =q).

Stfedni hodnota znaku s binomickym
rozdélenim je E(X) = n x p, rozptyl je
DX)=nx p x(1-p). Jelikoz p maze na-
byvat hodnot pouze od 0 do 1, snadno
zjistime, ze D(X) je nejvétsi pri p = 0,5.
Paralelou E(X) u normalniho rozdéleni by
byl aritmeticky prdmér jako stfed rozdé-
leni a paralelou D(X) rozptyl hodnot.

S pravdépodobnosti p nastani jevu
neékdy v béznych interpretacich ne zcela
spravné pracujeme. Hodime-li minci 10krat,
potom stfedni hodnota binomického roz-
déleni jednoduse udava nejpravdépodob-
néjsi cetnost sledovaného jevu (lic), coz je
pfip = 0,5 celkem n x p = 5. Ale pozor,

L. Dusek, T. Pavlik, J. Koptikova

Institut biostatistiky a analyz
Masarykova univerzita, Brno

>4

doc. RNDr. Ladislav Dusek, Dr.
Institut biostatistiky a analyz
Masarykova univerzita, Brno
e-mail: dusek@cba.muni.cz

to rozhodné neznamena, Ze nemUze pad-
nou lic mince i 10krat a naopak tfeba ani
jednou. Kazda hodnota znaku X maze
nastat, i kdyZ s jinou pravdépodobnosti.
| kdyby mél sledovany jev pravdépodob-
nost nastani v jednotlivém experimentu
napriklad 0,95, je s urcitou, byt velmi
malou, pravdépodobnosti mozné, Ze se

v 10krat opakovaném experimentu ne-

objevi ani jednou. Konkrétné tato prav-

dépodobnost je pfin = 10 a p = 0,95

rovna P(X =0) = 9,8 x 107
A naopak relativné malo pravdépo-

dobny jev mUze nastat i opakované za se-

bou. Abychom tyto pravdépodobnosti byli
schopni spocitat, musime pouzit vztah
uvedeny na obr. 1. Doufejme, ze ponékud
vypocet je jednoduchy a vyzaduje pouze
aplikaci faktoridld hodnot zahrnutych

v kombinac¢nim ¢isle. Vypocet je rozepsan

pro priklad 5krat opakovaného experi-

mentu v tab. 1. Obr. 1 dale doklada tyto
skutec¢nosti:

e binomicky znak X vyjadfuje Cetnost sle-
dovaného jevu v n opakovanich a na-
byva hodnot od 0 do n

e ¢im vicekrat opakujeme experiment,
tim mensi relativni podil pfipadd na
jednotlivé hodnoty X, nebot viechny
dohromady musi nastat s pravdépo-
dobnosti 1, nebo kumulativné 100 %
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Obr. 1. Binomické rozlozeni jako model.

e rozdéleni s p = 0,5 je symetrické kolem
stfedu osy X, mensi nebo vétsi p po-
souva stfed rozdéleni smérem k limit-
nim hodnotam, tedy smérem k hodnoté
0 nebo N

e hodnota p = 0,7 neznamena automa-
ticky 10% vyskyt daného jevu, vsechny
hodnoty od 0 do n mohou nastat,
i kdyZ s rliznou pravdépodobnosti.

Priklad na obr. 1 usnadni i pochopeni
dvou extrémnich pfipadd. Prvni je v praxi
klinického vyzkumu malo vyuZitelny a jde
o situaci, kdy experiment opakujeme pouze
jednou. Pokud je specidlné n = 1, jde
o tzv. alternativni rozdéleni a dany jev
bud' nenastane, nebo nastane jednou. Dru-
hym extrémem je, Zze ndhodny experiment
opakujeme mnohokrat. Tedy mame velmi
velky pocet jedinct, objektl nebo situadi,
u kterych hodnotime (vzdy u jednoho po

Tab. 1. Pravdépodobnost cetnosti jevu dle binomického rozdéleni.

X: Cetnost jevu Tri priklady vypoctu P(X)* pro rdzné hodnoty p pfin=5

(5krat opakovany experiment)

p=0,1 p=0,5 p=0,9
0 0,59049 0,03125 0,00001
1 0,32805 0,15625 0,00045
2 0,07290 0,31250 0,00810
3 0,00810 0,31250 0,07290
4 0,00045 0,15625 0,32805
5 0,00001 0,03125 0,59049
Celkem 1 1 1

* Viztah pro vypocet P(X) je uveden na obr. 1.

druhém), zda jev nastal nebo ne. Na obr. 1
vidime, Ze rozloZeni za této situace za¢ne
vytvaret témér spojity obrazek. V takovém
pripadé prace s vysledky vyZaduje aproxi-
maci na vhodny typ spojitého rozdéleni,

napt. pfi p = 0,5 aproximaci na normalni
rozdéleni. Pfi n = 7 000 jisté nema smysl
ptat se na pravdépodobnost, Ze se jev
objevi presné napfriklad u 897 jedinct.
Osa X bude pfirozené tfidéna do intervalQ
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Priklad: sledovani vyskytu jevu v.anamnéze u n = 100 jedincl. Pfitomnost jevu byla
zachycena u 60 jedinct, tedy u 60 %.

Bodovy odhad hodnoty p:
p=0,6

95% interval spolehlivosti:
X p0-5)___ )
-7 L= <n<p+Z |
Py n—1 Py n—1
0,6 —1,96-0,049<m <0,6+1,96-0,049

0,503<m <0,697

Obr. 2. Vypocet intervalu spolehlivosti pro parametr T binomického rozlozZeni.

Spodni hranice intervalu:

— r..... . kde
r+(n—r+l)-Fl@0‘;2) v, =2(m—r+1); v, =2r
/2
Horni hranice intervalu:
....... kde:

L (r+1)~FIEV0£/Z£)
2

n—r+ (r+l)~FIEVO‘;}5)
2

v/ =2(+1)=v,+2
V) =2@—-r)=v,-2

Obr. 3. Vypocet intervalu spolehlivosti pro parametr binomického rozdéleni
bez aproximace na normalni rozdéleni — vztahy.

Priklad: nahodny vzorek n = 200 jedincU. Zjisténi 4 jedinci se sledovanym znakem.

Bodovy odhad hodnoty n:
P =%%00 =002

95% interval spolehlivosti:

Horni hranice
vi=20+1)=10
vi=2(m-r)=2(200-4)=392

Spodni hranice
v, =2(m—r+1)=2(200 —4+1)=394
v,=2r=2-4=38

(394:8) _ (10:392 ) _
Fl_% =3,67 Fl_% =2,08
4 i (4+1)-2,08

L= =0,0055
4+ (200 —4+1)-3,67

- = 0,050
200 —4+(4+1)-2,08 ——

Obr. 4. Vypocet intervalu spolehlivosti pro parametr binomického rozdéleni
bez aproximace na normalni rozdéleni — pfiklad.

a interpretace i grafické vyjadreni bude
pripominat praci s rozdélenim hodnot spo-
jité veliciny.

Binomické rozdéleni je uzite¢nym na-
strojem, popisujicim velké mnoZzstvi real-
nych situaci. Zndme-li hodnotu p a n, ma-
Zeme rovnici na obr. 1 pohodIné pouzivat
k velmi cennym vypoctlm. Jako priklad
uvedme tyto:

* vypocet pravdépodobnosti nastani li-
bovolného poctu jevd, od 0 az do ma-
Xima n

e simulacni vypocet, jak se zméni pravde-
podobnost pfi snizeni nebo zvyseni n

e simulacni vypocet, jak se méni tvar roz-
déleni pfi zméné p.

V experimentdlni praxi je p ¢asto ne-
znamé a sledovani provadime pravé proto,
abychom ho odhadli. | v pfipadé bino-
mického rozdéleni odhadujeme hodnotu
v cilové populaci w, a to jednak bodovym
odhadem, anebo pomoci intervalu spo-
lehlivosti. Priklad vypoctu 95% intervalu
spolehlivosti uvadi obr. 2. Interval ma
stejnou interpretaci jako napt. u odhadu
aritmetického prméru normalniho roz-
déleni. Udava pravdépodobnostni hranice
vyskytu opakované odhadovanych hod-
not ©. Pokud bychom odhad opakovali
100krat pfi stejném n, pak by se ziskané
odhady p;, p, az p;qo celkem 5krat mohly
dostat mimo hranice 95% intervalu spo-
lehlivosti. Interval spolehlivosti informuje
Ctendfe o stupni nejistoty pfi odhadu prav-
dépodobnosti nastanf jevu. Pro dalsi vy-
pocty pak mizeme podle okolnosti pouzit
i hranice intervalu misto vlastni hodnoty p.
Napriklad pfi odhadu pravdépodobnosti
skodlivého jevu Ize pfi analyze rizik pra-
covat s horni hranici intervalu spolehlivosti
jako s bezpecngjsim Udajem. Snizujeme tak
pravdépodobnost podhodnocent rizika.

Z vypoctu na obr. 2 vidime vsechny
obecné platné vlastnosti intervald spoleh-
livosti, z téch hlavnich uvedme nasleduijicf:
* je pouZit 97,5% kvantil standardizova-

ného normdlniho rozlozeni (2), poci-

tdme tedy oboustranny 95% interval.

Pokud bychom pouzili kvantil s nizsi

pravdépodobnostni hodnotou, byl by

¢iselné mensi nez Zy 475 = 1,96 (napf.
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Zy95 = 1,645 by vedl k 90% intervalu)
ainterval by se numericky zuzoval. A na-
opak dosazenim Z; 995 = 2,576 bychom
hranice roZzsifili a zfskali bychom 99%
interval

e Sitka intervalu zavisi na hodnoté p, pfi-
¢emz nejsirsi bude pro p = 0,5

e Sitka intervalu logicky zavisi na hodnoté
n, ¢im vétsi n, tim presnéjsi je odhad 7,
a tim je interval uzsi.

Vypocet intervalu spolehlivosti na obr. 2
je zalozen na predpokladu, Ze odhad p
se chova podle modelu normaliniho roz-
loZeni. Proto je ve vztahu pouzivan kvantil

standardizovaného normalniho rozlo-
Zeni, a proto je interval symetricky. Avsak
tento predpoklad samoziejmé nebude pla-
tit u velmi nizkych a vysokych hodnot p,
nebot ty jsou ohranic¢eny hodnotou 0 nebo
1. Napriklad, naméfime-li pfi malémn =70
hodnotu p = 0,2 nebo nizsi, budeme mit
problémy se spodni hranici intervalu spo-
lehlivosti. Z tohoto dtvodu uvadime na
obr. 3 a 4 vztahy pro asymetricky interval
spolehlivosti, kde je pouzivano tzv. Fisher-
Snedecorovo rozdéleni. Toto rozdéleni
ma kvantily mezindrodné oznacované
jako F a méa dva druhy stupni volnosti,
které jsou oznacovany jako v1 a v2. Hod-

noty kvantilt F pro danou dvojici hodnot
vl a v2 Ize nalézt v tabulkach, statistic-
kém software nebo i v MS Excel. Vypocet
na obr. 3 a 4 umozni o3etfit intervalem
spolehlivosti odhady parametru m blizké
limitnim hodnotadm 0 nebo 1.

Dal3i moznosti, jak pracovat s binomic-
kym rozdélenim pfi velmi nizkych hodno-
tach p, je aproximace na tzv. Poissonovo
rozdéleni. Tato aproximace je efektivni
pfin>30ap < 0,1. Poissonovo rozdéleni
umozfiuje modelovani vyskytu vzacnych
a velmi vzacnych jevl. Tomuto tématu
bude vénovan dalsi dil naSeho serialu.
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