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IX. Poissonovo rozdéleni

V minulém dile naseho serialu jsme se za-
byvali binomickym rozdélenim slouzicim
pro popis cetnosti vyskytu nahodného
jevu v n nezavislych pokusech. Sledovany
jev - ma pritom stale stejnou pravdépo-
dobnost (v modelu ji vyjadfuje parametr =,
v odhadu p), ze nastane. Déle predpokla-
dame konecny pocet opakovani experi-
mentu (n), ve kterych sledovany jev muze
nastat s Cetnosti O az n. Poissonovo roz-
déleni je velmi podobné binomickému,
nebot rovnéz sleduje vyskyt jevu v konec-
ném poctu experimentl nebo mérent.
Binomické rozdéleni prechazi v Poisso-
novo pfi rostoucim n (n = <o) a klesajicim
p (p — 0). Tato aproximace na Poissonovo
rozdéleni je funkénijiz pfin>30ap <0,1.
Proto se o Poissonové rozdéleni ik, ze
modeluje vyskyt malo cetnych nebo vzac-
nych jevd. To ale nenf zcela presné, nebot
Poissonovo rozdélenf Ize pouZit i pro mo-
delovani vyskytu relativné cetnych jevd,
samoziejmé jsou-li napinény predpoklady
pro jeho aplikaci. U jevl vzacnych ale pred-
stavuje nenahraditelny nastroj.

Strohé definice fika, Ze ndhodna veli¢ina
ma Poissonovo rozdéleni, pokud vyjadiuje
pocet vyskytl malo pravdépodobnych jevd
v urcitém c¢asovém nebo objemovém in-
tervalu. Pri praktické vyuce lékart nebo
biologi jsme zjistili, Ze v této definici trochu
zanika pfidana hodnota celého modelu,
a proto si zde dovolime jeho Ucel poné-
kud vice popsat. U binomického rozdéleni
(viz VIII. dil naseho seridlu) realizujeme
n nezavislych pokust, napf. hodd minci.
Zakladni koncept pocita s tim, ze u kaz-
dého jednotlivého hodu umime posou-
dit, zda nastal sledovany jev. Je Ihostejné,
zda hodu je 10 nebo 10 miliond, princip
zUstava stejny, roste pouze pracnost me-
feni. Zacneme-li takto sledovat vzacny
jev, opét se princip neméni, jen roste po-
Zadavek na nutny pocet opakovani expe-

rimentu, abychom dany jev vibec uvidéli.
Nicméné nadale u kazdé jednotlivé ,ex-
perimentaini jednotky” (hod minci, mé-
feny objekt, situace) umime posoudit
»individudlné”, zda jev nastal nebo ne.
Kvalitativné zcela nova situace nastane
ve chvili, kdy se skute¢né naplni n = oo
a pocet jednotlivych experimentl zacne
byt individualné neméfitelny. Jedinou moz-
nosti, jak v takové situaci uspét pfi sledo-
vani vyskytu jevu, je prace s jinak definova-
nymi Sirsimi experimentalnimi jednotkami,
tedy napf. s ¢asovymi intervaly, plochou,
objemovymi intervaly nebo jinak Gcelové
nastavenymi celky, ve kterych provadime
sledovani (vyrobni sména, pijem v nemoc-
nici, sezona...). V takové situaci binomické
rozdélenti jiz pouzit viibec nelze. Poissonovo
rozdéleni je ale pravé na tyto experimenty
nastaveno a sleduje vyskyt jevu v ¢asovych
a prostorovych experimentdlnich jednot-
kach. Zakladnim cilem je zjistit primérny
vyskyt jevu na jednu experimentdini jed-
notku. Jako priklady uvadime (obr. 1):
mutace bakterii mérené klasickym vy-
sevem kolonii na Petriho misku (sledo-
van je prmeérny vyskyt na 1 misku)
pocet krvinek v poli mikroskopu, kde
experimentdlni jednotkou je bud defi-
novand plocha policka, nebo objem
hodnocené jamky
pocet zizal vyskytujicich se na urcité
plose pole (méfeno opakovanym pri-
zkumem vybrané plochy, napf. 1 m?
pocet pooperacnich komplikaci béhem
ur¢itého casového intervalu po vykonu
pocet Castic, které vyzafi zafi¢ za da-
nou casovou jednotku.

Vsechny vyse uvedené piiklady reprezen-
tujf stejnou experimentalnf situaci a postup:
1. Definujeme experimentdlni jednotku

(Casovy Usek, plocha), kterou nasledné

opakované pouzivame k méreni.
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2. Za stale stejnych podminek sledujeme
vyskyt daného jevu v definovanych ex-
perimentalnich jednotkach (tedy jiz ne
sledovani jednotlivych hodd minci nebo
jednotlivych bakterii, sledujeme vétsi
interval nebo ¢asovy Usek).

3. Ze zaznamenanych poctud jevl v expe-
rimentalnich jednotkach pocitame
stfedni vyskyt jevu na 1 experimentalni
jednotku. Jelikoz ta ma stanovenou
méritelnou velikost, Ize stfedni vyskyt
jevu prepocitat na vétsi celky nebo jinak
zobecnit.

Poissonovo rozdéleni slouzi k odhadu
stfedniho vyskytu jevu a nasledné k mo-
delovani pravdépodobnosti, Ze jev se vy-
skytne v néjak urc¢eném poctu (napt. pravé
jednou, vice nez 5krat apod). Tak jako
i jind rozdéleni pravdépodobnosti, ma
Poissonovo rozdéleni nutné predpoklady
pro svou aplikaci:

vyskyt jevu je zcela ndhodny (tedy na-

hodny v ¢ase nebo prostoru podle typu

situace)

vyskyt jevu v konkrétni experimentalni

jednotce nijak nezdvisi na tom, co se

stalo v jinych jednotkach

neni mozné, aby 2 nebo vice jevl na-

staly soucasné, presné ve stejném misté

prostoru nebo ve stejném casovém
okamziku
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Vyskyt jevu na experimentdlni jednotku
(mutace bakterii na inkubacnich miskach)
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Obr. 1. Priklady praktického vyuZiti Poissonova rozdéleni.

Predpokladem aplikace Poissonova rozdéleni je nahodna distribuce
jevu mezi studovanymi objekty (pfipadné v ¢ase nebo v prostoru)

o’< c’>p G =U

vyskyt uniformnf
uniform”

vyskyt shlukovy
.Clustered”

vyskyt nahodny
~random”

|

Poissonovo rozdéleni

Obr. 2. Poissonovo rozdéleni je model sledujici nahodny vyskyt jevu.

klddame, Ze pravdépodobnost mutace
kazdé jednotlivé bakterie v prabéhu ex-
perimentu je stejnd a vyskyt mutaci je
zcela ndhodny. Obr. 2 ukazuje alternativy
k ndhodnému vyskytu, tedy vyskyt rov-
nomérny nebo shlukovy, coz jsou situace,

pro kazdy dil¢i ¢asovy okamzik, prosto-
rovou jednotku nebo jinak definova-
nou jednotku je pravdépodobnost vy-
skytu jevu stejna.

Poissonovo rozdéleni je tedy modelem

pro vyskyt jevi, které se ndhodné vysky-
tuji v ¢ase nebo prostoru s neménnou
pravdépodobnosti. Pocitdme-li napf. mu-
tované kolonie na Petriho misce, predpo-

na které musf byt pouZit jiny stochasticky
model.

Jak jiz bylo Fe¢eno, cilem hodnoceni je
odhad stfedni hodnoty poctu jevl (uda-

lost) na danou jednotku. V Poissonové
rozdéleni stfedni hodnotu poctu jevu
X oznacujeme jako A. Parametr A je jedi-
nym parametrem pravdépodobnostni
funkce P (X), kterd je popsana a graficky
zndzornéna na obr. 3. Je zajimavé, Ze
proménnd X s Poissonovym rozdélenim
ma stfedni hodnotu rovnu rozptylu:
E (X) =Var (X) = =0?=A (obr. 2).

Obr. 3 jasné doklada, ze ¢im vétsi
je A, tim vice se tvar Poissonova rozdéle-
ni blizi rozdéleni normalnimu. Timto po-
tvrzujeme, Ze Poissonovo rozdéleni mize
byt vyuzito i pro modelovani vyskytu ¢as-
tych jevd. Pokud k Poissonovu rozdéleni
vede aproximace binomického rozdéleni
pfin = «ap — 0, pak hodnota A = np.
Z toho je opét patrny ciselny vyznam pa-
rametru A, ktery vyjadfuje stfedni pocet
jevl v dané experimentalnf situaci.

Hlavni pragmatickou hodnotu Poisso-
nova rozlozeni asi nejlépe priblizi kon-
krétni priklad. Aplikujme Poissonovo roz-
déleni na sledovani urcité komplikace
U pacienta v Case (ndhodna velicina X)
s tim, ze zakladnim casovym intervalem
pro méfeni je 1 h. BEhem opakovanych
meéfeni v tomto intervalu jsme zjistili, Ze
stfedni vyskyt sledované komplikace je
A = 1. Jsou-li spInény v3echny predpokla-
dy Poissonova rozdéleni, mizeme vyuzit
jeho pravdépodobnostni funkci k mode-
lovym vypoctdm, které umozni odhad-
nout pravdépodobnost rliznych potenci-
alné rizikovych situaci. Uvedme jako pri-
klad 2 takové otazky, pficemz pro vypocet
vyuzijeme vztah uvedeny na obr. 3:

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze veli-

¢ina X nabude hodnoty x = 1?
P(x=1)=Q/1")/e=0,3679

2. Jaka je pravdépodobnost, ze veli¢ina X
nabude hodnoty alespori 2, tedy x> 27?
Pravdépodobnost P (x > 2) je rovna sou-
Ctu pravdépodobnosti
Px=2)+PXx=3)+PXx=4)+...,
lépe ji ale spocitdme jako
Px>22)=1-P(xx=0)-P(Xx=1):
P(x=0) = (\/0!)/e* = 0,3679
P(x=1)=0,3679 (viz bod 1)
potom
P(x>2)=1-0,3679-0,3679 = 0,2642
Priklad ukazuje, Ze pro
A=1jePx=0=Px=1).
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kde x je sledovand nahodna velic¢ina (pocet vyskytd jevu v experimentaini jednotce —
Casovy interval, plocha, objemova jednotka) a A je parametr rozdélenfi vyjadtujici
x| stfedni vyskyt jevu na 1 experimentalni jednotku
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Obr. 3. Poissonovo rozdéleni jako model.
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S parametrem A samozfejmé neni nutné
pracovat pouze jako s bodovym odha-
dem. Bodovy odhad mudzeme doplnit
i intervalem spolehlivosti tak, jak jsme jej
drive dokumentovali napfiklad pro od-
had aritmetického praméru. Priklad ta-
kového vypoctu intervalu spolehlivosti
ukazuje obr. 4.

ZavéreCnd poznamka musi patfit sa-
motnému ndzvu Poissonova rozdélent,
nebot ten neni tak ,anonymni” jako
u rozdéleni binomického. Rozdéleni je
pojmenovano po vyznamném francouz-
ském matematikovi a fyzikovi Poissonovi.
Siméon-Denis Poisson Zil v letech 1781 az
1840 a za svUj zivot toho stihnul opravdu
hodné. Byl profesorem na Ecole Poly-
technique v Pafizi, ¢lenem Francouzské
akademie véd a Petrohradské akademie
véd. Zabyval se matematickou analyzou,
feSenim diferencidlnich rovnic i teorif
pravdépodobnosti. Zaved| pojem ,zakon
velkych ¢isel”. Kromé toho Fesil pohybové

Priklad: Pokus sledujici vyskyt néjak
zménénych kolonif bakterii na 10 Petriho

miskdach. Sledovany jev nastal v experimentu @ Q @ @
celkem 25krat. Bodovy odhad parametru A

(pramérny vyskyt jevu na experimentalni

jednotku, tedy misku) je A = 2,5.

X~A=25/10=2,5

95% interval spolehlivosti pro A:

— x - x
-7z —<AZx+Z —

2,5-1,9%x%x+/0,25 <A <2,5+1,9 x4/0,25
1,52 < A <348

Obr. 4. Vypocet intervalu spolehlivosti pro parametr A Poissonova rozdéleni.

rovnice v mechanice, vyznamné prispél  Nezbyva nez konstatovat, Ze Poissonovo
k poznédni magnetickych a elektrickych  rozdéleni ma vice nez dlstojny pavod
jevl a zabyval se teorii pruznosti a tepla.  svého ndzvu.
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