OKENKO STATISTIKA

Analyza dat v neuroloqgii

XXXII. Bayesovska vs klasicka statistika v klinickych aplikacich

Predchazejici dil seridlu oteviel vyznamné
téma tzv. bayesovské statistiky a bayesov-
skych odhadd. Pfipomefime zde, Ze jde
o metodicky koncept odhaduijici pravdé-
podobnost vyskytu ur¢itého jevu na za-
kladé znalosti jeho vztahu (asociace)
s jinym jevem nebo s vice jinymi jevy.
V nejjednodussim pripadé tak odhadu-
jeme pravdépodobnost jevu A pfi nastani
jevu B podle tzv. Bayesovy véty:

P(BIA)P(A)

P(AIB) = PE)

Hodnota P(A) zde pfedstavuje
tzv. apriorni pravdépodobnost nastani
jevu A, kterou zndme nebo odhadujeme
predem a vypoctem ji upfesriujeme. Do-
sazenim do vySe uvedeného vztahu zis-
kavame tzv. aposteriorni pravdépo-
dobnost nastani jevu A pfi nastani jevu
B, tedy P(AIB). P¥i vypoctu vyuzivdme zna-
losti vztahu obou jev(, konkrétné znalosti
podminéné pravdépodobnosti vyskytu
jevu B pfi nasténi jevu A, tedy P(BIA). Prav-
dépodobnost jevu B ve vztahu doplfiu-
jeme dle tzv. véty o Uplné pravdépodob-
nosti, tedy jako soucet pravdépodobnostf
nastani jevu B pfi nastani i nenastani jevu
A: P(B) = P(BIA)P(A) +P(BInot A)P(not A).

V dile & XXXI seridlu jsme uvedli ¢etné
priklady klinické aplikace Bayesovy véty,
kterad u rady problém( vede k velmi pres-
nému a dobfe interpretovatelnému od-
hadu chovani urcitych jevl v cilovych po-
pulacich. V tomto dile se pokusime vyklad
rozsifit o dalsi aplikace, které maji velmi
blizko i k neurovédnimu vyzkumu.

Priklady aplikace Bayesovy véty
V této kapitole uvedeme Bayesovu vétu
z jiného pohledu, neZ jak jsme ji pred-
stavili v predchozim dile. Misto jevu
A uvedme hypotézu H a misto jevu B evi-
denci E. Potom vySe uvedeny Bayes(v
vztah mzeme prepsat do tvaru, kdy od-

hadujeme aposteriorni pravdépodobnost
P(HIE), tedy pravdépodobnost platnosti
hypotézy H, pokud mame k dispozici evi-
denci E. Apriorni pravdépodobnost P(H)
ziskame z literatury, z dostupnych dat,
z posudkd expertld nebo v pfipadé nejis-
toty ji nastavime nerozhodné jako rovnu
0,5. Znalost vstupnich pravdépodobnosti
pro vypocet nemusi byt presna (ale sa-
moziejmé by méla byt co nejpresné;si),
pokud potiebné informace o P(H) ne-
mame, Ize jako pilotni vstup vyuzit napr.
expertni odhady. Postupné, s rostouci
znalosti problému a zkoumané populace,
vysledek zpresriujeme. Dale musime pro
vypocet zndt pravdépodobnost vyskytu
evidence E a pravdépodobnost platnosti
evidence E pfi platnosti hypotézy H, tedy
P(E) a P(EIH). Bayesova véta je v tomto
smyslu vyjadrena jako:

P(E\H)P(H)

P(HIE) = P

Obdobné mdzeme napt. zvaZovat prav-
dépodobnost, Ze hypotéza H je platna pfi
urcitych pozorovanych datech (D), tedy
pravdépodobnost P(HID) apod. Takova
zadani jiz dané téma nijak nerozvijeji, jde
o stale stejny vypocet aplikovany v rdz-
nych situacich. Z hlediska laického uZiva-
tele je ovdem mnohem duleZitéjsi otazka,
kdy Ize tento vypocet pouZit a kdy ma
smysl i jako alternativa tzv. klasické sta-
tistiky. Klasickym neboli frekventistickym
zpUsobem rozumime provadéni odhadu
na zakladé mnohonasobné opakovanych
nadhodnych experimentd (viz téz dil XXXI
serialu).

PouZiti bayesovského odhadu je smys-
luplné, pokud zndme jev B, ¢i evidenci E,
ktery je ve znamém vztahu ke zkouma-
nému jevu A, ¢i hypotéze H. VyuZitim této
informace zpfesfiujeme odhad chovani
(pravdépodobnosti vyskytu) jevu A. Pokud
by A a B byly jevy nezavislé, pak by platilo,
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Ze P(AIB) = P(A) a naopak P(BIA) = P(B),
a vySe uvedeny vztah by ztratil smysl.
V dile XXXI jsme uvedli priklad vypoctu,
kde byla informace o pravdépodobnosti
kufactvi mezi onkologickymi pacienty vy-
uzita k odhadu pravdépodobnosti vy-
skytu rakoviny u kurdkd apod. Na tomto
prikladu kratce zopakujme i nejvétsi pri-
danou hodnotu bayesovskych odhadd,
tedy aplikovatelnost v situacich, kdy ne-
mame dostatecna vstupni data pro pro-
vedeni odhad( klasickou statistikou. Kla-
sicka statistika by totiz zde polozeny ukol
fesila provedenim studie zamérené na ku-
raky, u kterych by byla zkoumdana pfitom-
nost zhoubného nddoru. Takova studie
by ovsem byla velmi narocna, casové i fi-
nancné, a nadto by zatézovala nadoro-
vou diagnostikou i zdravé kuraky. Pritom
dle vy3e uvedeného Bayesova vztahu Udaj
o pravdépodobnosti vyskytu rakoviny
(jev A) u kuraka (jev B), tedy P(AIB), zis-
kame, pokud jsme schopni ziskat aprior-
ni Udaje o:
® P(A) a P(B), coz jsou data dostupna
napfiklad z oficidlnich populac¢nich
statistik,
® P(BIA), tedy pravdépodobnost vy-
skytu kurdka mezi jiz diagnostikova-
nymi onkologickymi pacienty; ziskani
tohoto Udaje je jisté jednodussi (napf.
ze zdznamU v nemocnicich) nez pfimy
odhad opacné podminéné pravdé-
podobnosti.
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A Nemocny s danou chorobou.

P(A4) =0,800

Zadani: Existuje diagnosticky marker, ktery nabyvé pozitivni hodnoty u 98 % pacientt s urcitou chorobou. Nicméné pozitivni hodnotu markeru
ma rovnéz 5 % zdravych lidi. Jaké je pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivni hodnotou markeru méa skutec¢né danou chorobu, pokud pochazi
z populace s nasledujici prevalenci onemocné ni: 0,1 %; 1 %; 10 %; 20 %?

P(B| A)P(A)

P(B|A)P(A) + P(B | A)P(4)

_ P(B|A)=0,98
A Zdravy ¢lovék. o P(A|B) =
P(B|A)=0,05
B Pozitivni marker.
0,9 4
P(A)=0,001 — |
_ P(4|B)=0,019 -3 0.8
P(A4)=0,999 ? 074
s
2 0,6
P(4)=0,010 e L
_ P(A|B)=0165 & 0,5 -
P(A4)=0,990 g g
§ % 0,4
wn .=
2= 0,3 4
P(A)=0,100 88
_ P(A4|B)=0,685 3 0,2
P(A4)=0,900 RS
_(% 0,1 1 E
a 0 '
P(A) — 0’200 T T T T T T T T
$ P(A4|B)=0,831 0,00 0,05

0,10
prevalence onemocnéni v populaci

T T T T T T T 1T
0,15

Priklad 1. Vyuziti Bayesovy véty pro odhad pravdépodobnych vysledkt diagnostického testu v populacich s rznou pre-

valenci diagnostikované choroby.

Za urcitych okolnosti je provedeni kla-
sického statistického méreni vyskytu sle-
dovaného jevu doslova nemozné, a apli-
kace bayesovskych odhadd tudiz nenf
pouze alternativou klasickych postupd.
TéméF ucebnicovou aplikaci Bayesovy véty
je odhad pravdépodobnych vysledk( dia-
gnostického testu v populacich s raz-
nou prevalenci diagnostikované choroby.
V praxi by bylo nemoZné opakovat vali-
dacni studie diagnostického testu ve viech
populacich lisicich se pouze prevalenci
dané choroby. Pfiklad 1 ukazuje nékolik
variant téchto vypoctd pro rlzné nasta-
vené diagnostické hodnoty testl a preva-
lenci sledované choroby v cilové populaci.

Véta o uplné pravdépodobnosti
a naivni bayesovsky klasifikator
Dosud vysvétlované priklady pracovaly
s nejjednodussi moznou variantou, kdy
zkoumame pravdépodobnost vyskytu
jevu A (bindrni proménna typu ano/ne)
pfi vyskytu jevu B (opét proménna typu
ano/ne). Anebo pravdépodobnost plat-
nosti hypotézy H (plati/neplati) pfi na-
stani urcité evidence E (pfitomna/nepfi-

tomna). V praxi se ale ¢asto setkame se
situaci, kdy pravdépodobnost vyskytu
jevu A sledujeme pfi vyskytu vice rdznych
jevd B,, ..., B, coz zkracené zapisujeme
jako B, i =1, ..., k. Pfedpokladejme pro
jednoduchost, Ze jednotlivé jevy B, jsou
vzajemné nezavislé. Potom opét plati véta
o Uplné pravdépodobnosti (zde na rozdil
od vztahu uvedeného vyse vyjadiena ve
smyslu Uplné pravdépodobnosti jevu A):
P(A) = P(AIB)P(B,) + P(AIB)PB) + ..........
+ P(AIB)P(B)

Doufdme, Ze jsme neodradili ¢tenére,
ktefi nemaji radi komplikované matema-
tické vztahy. Aplikace vyse uvedené rov-
nice je stale jesté laicky zvladnutelnd. Po-
kusime se to dokumentovat na pfikladu.
Na IéCbé urcité nemoci se mohou podilet
tfi IéCebné modality, pficemz kazda mutze
s urcitou pravdépodobnosti zplsobit urci-
tou komplikaci (jev A). Tri aplikované mo-
dality (B,, B,, B,) jsou ve svém Ucinku zcela
nezavislé a ne vsichni pacienti nutné ab-
solvuji vSechny tfi. Popula¢ni data uddvaji
nasledujici hodnoty: prvni modalitu absol-
vuje 60 % pacientl, druhou 40 % a treti

jen 20 % pacientd. Z toho odvodime,
Ze PB) =06, PB)=04aPB)=0,2.
Dale jsme z publikovanych klinickych
studii schopni zjistit, s jakou pravdépo-
dobnosti jednotlivé modality zpUsobuji
sledovanou komplikaci A. Pdjde o pod-
minénou pravdépodobnost P(AIB). Na-
stavme P(AIB,) = 0,3, P(AIB,) = 0,2
a P(AIB,) = 0,1. Klicova otazka je, jakd je
pravdépodobnost, Ze pacient ndhodné
vybrany z populace léc¢enych bude mit
komplikaci A? Tato otdzka ma velky smysl
napfiklad za situace, kdy planujeme urcity
vyzkum (napf. prevalencni studii) a ptdme
se, kolik jedincG musime z dané popu-
lace vybrat, abychom jev A dobre postihli.
Vypocet provedeme podle vySe uvedené
véty o Uplné pravdépodobnosti:

P(A) = P(AIB)P(B,) + P(AIB,)P(B,) + ...... +
+ P(AIB)P(B) = 0,3 x 0,6 +0,2 x 0,4 +
+0,1%x0,2=0,28.

MdzZeme tedy ocekdvat, Ze vybereme-li
zcela ndhodné z této populace 100 léce-
nych pacientd, 28 z nich bude trpét kom-
plikaci A. Dalsi aplikace véty o Uplné prav-
dépodobnosti pfinasi priklad 2.
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Zadani: Vyskyt onemocnéni (A) zavisi na vyskytu urcitych genovych polymorfizmd v populaci. Celkové rozliSujeme Ctyfi typy polymorfizmt (8, ...B,),
u kterych jsou zndmy podminéné pravdépodobnosti vyskytu nemoci A. Nasim Ukolem je pomoci téchto vstupnich informaci odhadnout, jakéd je
pravdépodobnost, Ze nahodné vybrand osoba z dané populace bude trpét chorobou A.

A Vyskyt onemocnéni
B, Geneticka varianta | P(B)=04 P(A4|B,)=0,00 P(A)=P(A|B)P(B))+ P(A|B,)P(B,) +...+ P(A| B,)P(B,)
B, Genetickd variantall ~ P(B,)=0,2 P(A4|B,)=0,10
P(A4)=0,00¥0,4+0,10%0,2+0,01*%0,3+0,60*0,1
B, Genetickd variantalll  P(B;)=0,3 P(A4|B,)=0,01
B, Genetickd varianta V. P(B,)=0,1 P(4|B,)=0,60 P(A4)=0,083

Vysledek: Pravdépodobnost vyskytu onemocnéni A u nahodné vybraného jedince z dané populace je 0,083.

Priklad 2. Vyuziti véty o uplné pravdépodobnosti pro odhad vyskytu onemocnéni ve sledované populaci.

S vyuZitim vy3e uvedeného pfikladu mé-  jevy B. Dostavame tzv. naivni bayesov-  toda se nazyva naivni proto, Ze teoreticky
Zeme odvodit tvar Bayesova teorému pro  sky klasifikator, ktery odhaduje prav-  predpoklada absolutni nezavislost viech
situaci, kdy sledujeme jev A, ktery mlze  dépodobnost vyskytu jevu A ve vazbé na  podmiriujicich jevl. Tento predpoklad sice
byt podminén vice vzajemné nezavislymi  rizné podminujici jevy B,,...,B,. Tato me-  u vétsiny praktickych aplikaci spinén neni,

Zadani: Madme k dispozici trénovaci soubor 12 pacientl popisujici vyskyt komplikace po lécbé (A) a jeji mozné rizikové faktory, vék (B,) a diabetes (B,).
Pro vytvofeni modelu predikce komplikaci u pacientd vyuzijeme naivniho bayesovského klasifikatoru.

Pacient Vvek (8,) DM (8,) Komplikace (4) Aposteriorni pravdépodobnost vyskytu komplikaci (A) v zavislosti
1 vysoky ano ano na rizikovych faktorech (B,, B,) Ize ziskat pomoci naivniho
2 vysoky ano ano bayesovského klasifikatoru.

3 vysoky ne ano P(B..B. | A\P(A
4 vysoky ne ano P(A|B,,B,) = M
izky P(B,,B,)
5 nizky ano ano 192
6 nizky ne ano
7 stfedni ano ano Apriorni pravdépodobnost vyskytu komplikaci je
8 stfedni ano ano odvozena ze souboru
9 nizky ano ne 4 Komplikace P(4) = ﬁ = 0,667
10 nizky ne ne
1" stredni ne ne — . — 4
Bez komplikace = =
12 stredni ne ne 4 P P) 12 0333

Pro jednotlivé rizikové faktory (B, je mozné spocitat podminéné pravdépodobnosti P(AIB)), v piikladu budeme uvazovat pacienta stfedniho véku s diabetem:

. 2 o 2 5 =1
P(B, =stredni| 4) = - 0,25 P(B, =stredni| 4) = i 0,5 P(B, =ano|4) = s 0,625 P(B,=ano| 4) = i 0,25
...obdobné Ize podminéné pravdépodobnosti spocitat pro vsechny dalsi kombinace rizikovych faktord a vyskytu sledované komplikace (A). Pro

vypocet |ze za predpokladu nezavislosti véku (B,) a pfitomnosti diabetu (B,) spocitat pravdépodobnost vyskytu komplikaci nasledovné:

P(B,B, | A)P(4) _ P(B,| A)P(B, | A)P(A) _ 0,1042
P(B,,B,) - P(B,| A)P(B, | A)P(A)+ P(B, | A)P(B, | A)P(A) 0,1042+ 0,0417

P(A|BlaB2) =

Pro vybraného pacienta stfedniho véku trpiciho diabetem vychazi vypocet takto:

P(A| B, =stredni, B, = ano) = 0,7142
Pacient ma vy33i pravdépodobnost, Ze u néj budeme pozorovat komplikace.
P(A| B, =stredni, B, = ano) = 0,2858

Priklad 3. Vyuziti naivniho bayesovského klasifikatoru pro predikci zdravotniho stavu pacientt.
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ale pfi dostate¢ném poctu jevl B, dosa-
huje vypocet uspokojivé presnosti. Jelikoz
u jevu A v nasem pfipadé rozlisujeme pro
jednoduchost pouze dva stavy (jev A na-
stal/nenastal), pak zde klasifikujeme pravé
do dvou tfid, tedy A a not A. Odhadu-
jeme aposteriorni pravdépodobnost na-

stani jevu A pfi nastani vsech jevd B,,...,B,:

P(B,B,.....BJAP(A)
PIAIBB,....B) = —F= kBk) :
JB,....,

anebo v jiném vyjadfeni odhadujeme
aposteriorni pravdépodobnost platnosti
hypotézy H pfi platnosti viech uvazova-
nych evidenci (E):

_ PELE,. . EJHPH)
PE,E,...E)

P(HIE E,,...,E)

Testujeme-li (klasifikujeme) takto vice
hypotéz (H,, ...H) a pro zjednoduseni
pouZijeme pouze jednu evidenci, E, pak
nejpravdépodobnéjsi je hypotéza s ma-

ximalni aposteriorni pravdépodobnosti
(znacCena jako H,,,, — maximalni aposte-
riorni pravdépodobnost). Tedy podle naiv-
niho klasifikdtoru odvozeného z Bayesovy

véty jde o hypotézu, pro kterou plati:

IE)=maxwi=

P(H . P

MAP

1.

pficemz uvedeny vztah bychom opét
mohli rozvést pro vice zvaZzovanych evi-
denci E,...E,.

Priklad 3 pfindsi ukazku pouZiti naiv-
niho bayesovského klasifikatoru v klinické
praxi, a to pro jednu zvaZovanou evidenci
a pro vice evidenci.

Vsimnéme si, Ze vyuZiti Bayesovy véty je
velice intuitivni a umoziuje i jistou adap-
taci na zkoumany problém a data. Pokud
apriorni informace ziskavame pfimo z ex-
perimentdlné ziskanych dat, nazyvame
tento soubor trénovaci a vlastné na ném
nastavujeme parametry Bayesova klasifika-
toru pro vlastni vyuZiti v nezndmém terénu.

Pri aplikaci Bayesovy véty nemusime
zkoumat pouze jevy binarni (tedy napf.
vyskyt jevu A ano/ne), ale i chovani
spojitych, a tedy kvantitativnich pro-
ménnych. Hodnoty téchto nahodnych
proménnych Ize modelovat pomoci
znamych rozdéleni pravdépodobnosti,
napf. pomoci normalniho rozdéleni. Od-
hadujeme tak napf. aposteriorni prav-
dépodobnost vyskytu urcitého intervalu
hodnot ndhodné veli¢iny X pfi platnosti
evidence E, napf. P(X<x|E). Vyuzivame
pfitom stejné vstupni pravdépodob-
nosti, jako u v3ech dosud uvedenych
prikladd, tedy apriorni pravdépodob-
nost P(X<x) a podminénou pravdépo-
dobnost P(EIX<x). Vypoclet Ize samo-
zifejmé rozsifit i pro spojité proménné
v roli evidence E, a podminéné prav-
dépodobnosti tak zkoumaji vzajemné
vztahy dvou nebo i vice spojitych pro-
ménnych. Avsak tato problematika jiz
presahuje planovany rozsah naseho se-
ridlu. V pfistim dile tuto ¢ast uzavieme
ukazkami aplikace bayesovské statistiky
v neurovédach.
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